
BIBLIOTECA 



^IZZOp 


BIBLIOTECA PROVINCIALE 


Num.“ d’ ordine 


NAZIONALE 


B. Prov, 


NAPOLI 






! 5 ' T - 

















^ i # A/'i '. A a 

/ /^pc 








COURS 

D E 

MATHÉMATIQUES- 

•s - ' ■-■=J ■ -= ■ ■' n > 

TOME IIL 

< ■ j ii m » 


DHjiîi^MÎ by CjOo^Ic- 


Di^itized by GoOgle 








COURS COMPLET 


1 


D E 

MATHÉMATIQUES» 

Par M. l’Abbê SAURI,' ' 

ASciEN Professeur de Philosophie 
EN L^UniVERSITÉ de MONTPELLIER, 


TOME TROISIEME. 



Aux Dépens de RUAULT, Libraire, rue de la Harpe, 
près de la rue Serpente. 


•os 


MDCCLXXIV. 

Avec Approbation, & Privilège di 



\ 


Digitized by Google 





J, 




Digilized by Googl^i 



DISCOURS 


P RÉ L l MI N A IRE. 


A PEINE les Géomètres eurent-ils com- 
mencé à comparer les figures re£fil ignés 
avec les curvilignes , qu’ils firent uTage 
des raifons & des quantités dont la diffé- 
rence devenoit plus petite qu’aucune gran- 
deur donnée. Les Mathématiciens qui fui- 
virent , ennuyés de la longueur des dé- 
monftrations , établirent quelques lem- 
mes dont ils faifoient ufage dans les re- 
cherches particulières. Tous ces lemmes 
font renfermés dans ce principe ; les quan~ 
thés & les rapports des quantités qui vont 
en s'approchant de Végalité , de maniéré 
que leur différence devient plus petite qu 'au- 
cune quantité donnée , Jont , à la Jin éga- 
les, Ce principe efl évident ; car , fi on 
fuppofe qu’à la fin leur différence fdit D, 
quantité donnée , elles ne pourroient pas 
approcher de l’égalité plus près que de 
la quantité D , ce qui eft contre l’hypo- 
thèfe. Si peu qu’on foit verfé dans la 
leâure d’Apollonius , d’Archimède & de _ 
Tome III, a 
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Pappus , on ne fauroic difconvenir que. 
les Grecs n’eullent des méthodes pour 
mener les tangentes des courbes , mais 
elles étoient longues & laborieufes. Quoi 
de plus pénible, en effet, que de démon- 
trer qu’une ligne droite menée à un point 
d’une courbe , eft tangente de cette cour- 
be , lorfque les ordonnées voifines , l’une 
de la droite, l’autre -de la gauche, & ter- 
minées à cette ligne, font à la fois plus 
grandes ou à la fois plus petites que celles 
de la courbe ? quoi de plùs prolixe que 
de mefurer les aires curvilignes par des 
figures inferites & circonferites ? Fermât 
efi: le premier , je pehfe , qui, pour me- 
furer les lignes courbes, ait employé deux 
figures, dont l’une a un plus grand péri- 
mètre & l’autre un plus petit périmètre 
que celui de la courbe. Mais fon inven- 
tion n’efl: pas d’une grande utilité. 

Cavalieri de Milan , feiivant la route que 
le célèbre Galilée , dont il avoit été au- 
diteur , avoit tracée dans fes dialogues de 
la Nouvelle Science , fir imprimer à Bou- 
logne en 1635 un Ouvrage confidérable, 
fur la méthode des indivifibles , dans le- 
quel on trouve des recherches précieufes 
fur les rapports & les mefures des furfa- 
çes & des folides curvilignes, Toricelli , 
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Roberval , Tacquet & prefque tous les 
Céomètres de ce tems-là, firent ufage de 
cette méthode. 

On ne doit pas pafler fous fiîence Gré- 
goire de S. Vincent & Wallis qui , exci- 
tés par les découvertes de Cavalieri , tra- 
vaillèrent avec fuccès à l’avancement des 
Mathématiques. Mais, quoique Cavalieri 
& ceux qui , après lui , ont fait ufage de 
la méthode des indivifibles , paroiffenc 
fi’avoir prétendu autre chofe finon , qu’il 
y a la même proportion entre les folides 
& les furfaces qu’entre les furfaces & les 
lignes , bien des gens ont penfé que la 
méthode confiftoit a faire voir que les 
folides font compofés de furfaces , les fur- 
faces de lignes & les lignes de points , ce 
qui fans doute feroit un paralogifme des 
plus palpables ; car les points Mathéma- 
tiques n’ayant aucune longueur, les lignes 
aucune largeur , & les furfaces aucune 
épailTeur , un affemblage de points ne fau- 
roit produire une ligne , ni unaflemblage 
de lignes une furface , ni un affemblage 
de furfaces un folide. Les anciens Mathé- 
maticiens jaloux de conferver l’évidence 
géométrique dans leurs procédés n’ont ja- 
mais pafïe par ces degrés ; c’eft-à-dire , 
ne font jamais defeendus des folides aux 

a 2 
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furFaces , des furfaces aux lignes , & des 
lignes aux points (*). 

Avant que la méthode des indivifibles 
eût paru , rilluftre Fermât en avoit donné 
une pour mener les tangentes des cour- 
bes , & pour trouver les maxima & les 
minima. L’Ouvrage de ce Géomètre fut 
fuivi de la nouvelle Méthode de Newton 
& de Leibnitz, je veux dire, de la Métho- 
de des Fluxions ou des Infiniment petits. 
Mais je ne puis me perfuader que tous 
ceux qui en ont fait ufage , ou qui Tonc 
enrichie s’en foient formé la même idée. 

* En effet , en lifant les Livres modernes 
qui traitent du Calcul Différentiel ou du 
Calcul des Infiniment petits , on a bien 
de la peine k s’empêcher de penfer que 
leurs Auteurs défignent des quantités fi- 
nies fous le nom d’infiniment petites, 
quoiqu’ils aflûrent qu’elles font beaucQup 
plus petites que celles auxquelles ils les 
comparent , comme fi par exemple, on 
compare une goutte d’eau avec l’Océan , 
où un grain de poufliere avec le globe 


( *■ ) Ceux qui vouilront avoir quelques notions méta> 
phyfiques fur la nature des lignes , peuvent confulter la 
DilTcrtation fut le tems que nous avons mife dans notre' 
Mctaphylîque. 
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terreftre. C’eft- là , fans doute , ce qui a 
porté plufieurs Savans à critiquer 6c à 
rejetter cette belle théorie. Mac - Laurin 
voulant ôter tout fujet de difpute , a entre- 
pris de démontrer les loix du Calcul Jnfi- 
nitéhmal félon la méthode des anciens 
Géomètres ; mais fes démonftrations , quoi- 
que rigoureufes & claires , fuppolènc 
beaucoup de patience dans le leéteur. Le 
célèbre Euler prétend que les quantités 
diftérentielles ne font autre chofe que de 
purs riens , nous ne faurions être de l’avis 
de ce grand homme , pour les raifons que 
nous avons données dans notre Calcul 
Différentiel; nous ne pouvons non plus, 
adopter l’opinion du grand Newton qui 
regarde .les diftérentielles ou fluxions 
comme des quantités évanouiflantes ; par- 
ce que l’on ne peut confidérer une chofe 
dans fon paflàge du néant à l’être, ou de 
l’exiftence à la non-exiftence : mais il nous 
paroît , ainfl que nous ' l’avons dit dans 
nos recherches Métaphyflques fur la na- 
ture du Calcul Différentiel , ( recherches 
que nous avons inférées dans la. première 
feélion de la fécondé partie de ce Cours ) , 
que les différentielles font des quantités 
qui font quelque chofe dans le calcul & 
qui s’évanouiffent , à la fin du calcul. Tel 
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eft , fclon nous , l’arcifice du Calcul Dif- 
fcremiel , qui avoir tichappé à bien des 
gens. ■ ^ 

A peine la nouvelle méthode fut -elle 
connue que les Géomètres travaillèrent à 
la perfectionner. Les deux freres , Jacques 
Ôc Jean Bernoulli l’enrichirent des plus 
belles découvertes. Tout le monde fait 
que le Calcul InfinitéfimaJ a deux parties, 
le Calcul Différentiel & le Calcul Inté- 
gral , ou le Calcul des Fluxions & celui 
des Fluentes. Le premier paffe d’une équa- 
tion finie à une autre qui renferme des 
quantités infiniment petites ou inaffigna-' 
blés: comme il étoit bien plus facile que le 
fécond , on eut bientôt trouvé le moyen de 
différencier une quantité donnée dans tous 
les cas ; de-là a réfulté la méthode dhreéte 
des tangences , celles des maximis & mi- 
niniis , &c; mais lorfqu’on a voulu redi- 
fier les lignes courbes , quarrer les fur- 
faces , cuber les folides , on a eu befoin 
de cette opération qu’on nomme intégra- 
tion , par le moyen de laquelle on pafic 
d’une équation différentielle à l’équation 
finie qui l’avoit produite. Mais toutes les 
formules différentielles n’étant pas fuf- 
ceptibles d’une intégrale algébrique , on 
a eu recours -aux fériés par le moyen def- 
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quelles on trouve des intégrales expri- 
mées par un nombre infini de^ termes. 
Brunker, Mercator & Jacques-Grégoire, 
avoienc démontré depuis long-tems que 
l’aire hyperbolique peut être exprimée 
par une férié infinie. Après Newton & 
les autres Anglois de cette école , cette 
méthode, eft devenue d’un grand ufage. 
Leibnitz , Tes deux freres Bernoulli , & 
le grand Euler en ont trouvé plufieurs; 
mais pour retirer un certain avantage des 
fériés , il faut les rendre auffi convergentes 
qu’il eft pollible. 

La méthode d’intégrer les formules par 
les quadratures eft bien plus élégante & 
plus utile ; mais les Géomètres preferi- 
vent avec raifon de s’abftenir des courbes 
plus élevées , lorfque les plus fimples luf- 
fifent. Vers la fin du fiècle dernier, le 
fublîme Newton nous a. donné un Traité 
des Quadratures, digne de ce grand Géo- 
mètre. Cotes , Moivre & Simpfon , tra- 
vaillant fur la même matière , ont inté- 
gré beaucoup de formules par les angles 
6c les logarithmes. On trouve aufîi une table 
femblable & affez étendue dans le Traité 
des Fluxions & Fluentes du favant Muller ; 
mais le ftyle concis dont il eft écrit , 6c 
les fautes d’impreffion qui fe font gliftées 
. a 4 
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dans l’édition françoife 3 ne permettent 
pas d’efpérer qu’il puiffe être d’une grande 
utilité à nos jeunes Mathématiciens. 

Quoique nous devions beaucoup aux 
recherches des Géomètres Anglois , on 
auroit tort de penler que les autres na- 
tions n’ont rien fait pour perfeûionner le 
Calcul Intégral. Quiconque aura lû l’Ou- 
vrage de Jacques Bernoulli , les (Euvres 
de Jean Bernoulli fon frere , en 4 vol. 
zVz-4*^. ne pourra pas s’empêcher de con- 
venir que ces deux célèbres Géomètres 
ont rendu les plus grands fervices aux 
Mathématiques. 

Le Calcul Logarithmique & Exponen- 
tiel , dont Jean Bernoulli avoit déjà donné 
les principales règles dans les Aâes de 
Leipfick année 169-' , a ouvert un vatte 
chanvp aux recherches des Mathémati- 
ciens, & a fourni la folution d’un grand 
nombre de problèmes très-difficiles. 

' Lorfqu’il eft queftion de l’intégration 
d’une formule différentielle , l’élégance 
paroit demander qu’on préféré la reéli- 
fication à la quadrature , puifqu’il eft bien 
plus facile de mefurer l’arc d’une courbe 
que fon aire. Jean Bernoulli dans les Ac- 
tes de Leipfick année 1724 , a traité fa- 
vamment cette matière. Saladini a trouvé 
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le moyen de fuppléer au théorème de 
Bernoulli, qui fouvent conduit k une for- 
mule imaginaire ; enfin le célèbre Euler 
a donné une Théorie très-favante fur la 
même matière : mais elle eft fi fublime 
qu’elle demande beaucoup de travail, fi 
l’on veut faire l’application des règles 
générales à des formules patriculieres. En- 
fin le grand Géomètre d’Alembert qu’on 
peut comparer à peu de Savans , a ra- 
mené l’intégr^ion d’un très-grand nom- 
bre de formules différentielles à la redi- 
ficatioti del’ellipfe & de l’hyperbole, fé- 
parément ou enfemble ; il paroît avoir 
épuifé cette matière. Les freres Bernoulli , 
Manfredi, le Comte Jacques Ricati, Da- 
niel & Niodas Bernoulli , Vincent Ri- 
cati ont beaucoup travaillé fur l’intégra- 
tion des différentielles à plufieurs varia- 
bles : mais M. d’Alembert , dans les Mé- 
moires de l’Académie de Berlin , s’eft 
ouvert une route nouvelle pour la fépa- 
ration des indéterminées , Théorie fur 
laquelle le Comte Ricati , Jean Bernoulli , 
&c. avoienc déjà fait beaucoup de recher- 
ches. II prend deux équations qui con- 
tiennent trois indéterminées , & multi- 
pliant l’une des deux par un coëfficient 
indéterminé , il ajoute enfuite ces deux 
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équations , ayant foin de déterminer le 
multiplicateur , de maniéré que l’inté- 
gration puifle avoir lieu. Cette méthode 
des coefficients indéterminés dont nous 
avons parlé affez au long , peut s’appli- 
quer à un plus grand nombre d’équations , 
en introduifant plulieurs coefficients in- 
déterminés. Mais malgré les travaux de 
tant de grands hommes , il y a encore 
beaucoup d’équations différentielles du 
premier ordre dont on ne||)eut ni féparer 
les indéterminées , ni trouver l’intégrale 
algébrique , ou exprimée par des arcs de 
cercle ou par des logarithmes. Il feroit 
donc fouvent utile de conffruire géomé- 
triquement les différentielles qui font dans 
cê cas ; c’ett ce qui m’a déterminé à parler 
d’une méthode de conüruffion qui me 
paroît facile à mettre en pratique. 

Mais les difficultés font bien plus gran- 
des , lorfqu’on paffe aux différentielles du 
fécond degré ou de degrés fupérieurs. 11 
eft vrai que Jean. Bernoulli , Taylor , le 
Comte Ricati , Vincent Ricati , Lexell , 
Clairant, Fontaine, les P. P. le Seur 6c 
Jacquier , le Marquis de Cofldorcet , la 
Grange , Euler , d’Alembert , &c. ont 
beaucoup travaillé fur ces matières ; ce- 
pendant, malgré les efforts de tant de fa- 
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meux Géomètres , il nous manque , & il 
nous manquera , fans doute , long-tems 
& même toujours , une méthode géné- 
rale & praticable pour intégrer les équa- 
tions des degrés fupérieurs. Mefîieurs 
Clairaut, Fontaine , le Marquis de Con- 
dorcet , d’Alemberc & Euler ont cherché 
à détçrminer les conditions que doit avoir 
une équation difiérentielle pour être fuf- 
ceptible d’intégration. M. le Marquis de 
Condorcet a fait connoître dans quels cas 
une équation différentielle d’un ordre don- 
né étoit fufceptible d’une, de deux , de 
trois , &c. intégrations. 

Prefque dès l’origine du Calcul Diffé- 
rentiel , les Géomètres s’étoient occupé 
du fameux problème des trajeéloires or- 
thogonales qui coupent une famille de 
courbes à angles droits. Après les travaux 
de Jean Bernoulli & de plufieurs autres , 
le fameux Euler a jugé la matière encore 
digne de lui , ^ il nous a donné des chofes 
très-curieufes fur cette théorie. Le pro- 
blème des ifoperimècres avoit aufîi occupé 
les deux Bernoulli , Jean & Jacques ; 
mais , M. Euler , dans fon excellent Ou- 
vrage , intitulé , Mcthodus invcniendi cur- 
vas maxinii mimnà-vt proprietate gauden- 
tes , a traité cette matière avec beaucoup 
d’élégance & de clarté. 
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Cependant il paroîc que le nouveau Cal- 
cul des Variations que le fubtil M. de la 
Grange nous a donné dans le fécond vo- 
lume des Mémoires de Turin , & que M. 
Euler a traité aufïi dans le troifieme vo- 
lume de fon Calcul Intégral , peut four- 
nir des méthodes plus parfaites pour la 
folution de ce beau problème. 

Jufqu’ici j’ai parlé des découvertes & 
des inventeurs , parcourons rapidement 
les colleftions , c’eft-à-dire , les Ouvrages 
dans lefquels on a ralTemblé les vérités 
dilperfées dans les Mémoires des Acadé- 
mies & dans d’autres livres. Les princi- 
paux Ouvrages de ce genre, (ont l’Ana- 
îyfe démontrée de Regneau , le Cours de 
Mathématiques de WolfF, les Inftitutions 
de Marie Agnefi, l’Analyfe des Infiniment 
petits du Marquis de l’Hôpital connue de 
tout le monde ; la Méthode de trouver la 
mefure des furfaces & des folides de M. 
Carré qui a paru en 1700,. mais ce^ Livre 
n’eft pas exempt d’erreur ; la Méthode de 
Manfredi , de conftruire les équations dif- 
férentielles du premier degré année 1707. 
Nous devons aufli dire quelque chofe de 
la Méthode dirccle & inverfe des incréments 
du célèbre Taylor , Ouvrage dans lequel 
on defireroit un ftyle mbms concis & 
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plus de clarcé. Le Calcul intégral de Stone 
imprimé h. Paris année 173^ , dont Ber- 
noulli a fait voir les erreurs &: les bévues, 
La Méthode des Fluxions & des Séries 
infinies du Chevalier Newton , imprimée 
pour la première fois en 1736 , & qui a été 
imprimée en François en 1740 méritent 
J’attencion des Savants. Les Leçons de Jean 
Bernoulli lur le Calcul Intégral qui ont 
paru en 174^ dans le tome trois de les 
(Euvres , le Traité des Fluxions de Mac- 
Laurin que ce Géomètre a compofé pour 
répondre à un Ouvrage imprimé en An-* 
gleterre en 1754 , dans lequel l’Auteur 
avoit entrepris de renverfer la Géométrie 
& les nouvelles Méthodes ^ le Calcul In- 
tégral de M. de Bougainville en deux vol. 
i/z-4^ , dans lequel on trouve un grand 
nombre de découvertes dues k M. d’Alem- 
bert. 11 feroit k Ibuhaiter que cet Ouvrage 
eût été rendu plus clair par les applica- 
tions k la Géométrie & par les exemples. 
Le fécond tome des Infiitutions Analy- 
tiques par Ricati & Saladini en 769 pages 
in-fol . , dans lequel on trouve la méthode 
de différencier & d’intégrer les formules 
k une & à plufieurs variables , la méthode 
d’intégrer par les fériés , par la quadrature 
& la reélification des courbes , le calcul 
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logarithmique & exponentiel , l’intégra- 
tion des fraélions rationelles , l’intégration 
des formules qui renferment des finus ou 
des colinus , la méthode direâe & inverfe 
des tangentes , celle des maximis ôc des 
minïîîùs , la méthode de féparer les indé- 
terminées dans les équations différentiel- 
les , différentes méthodes pour intégrer 
les équations différentielles des ordres fu- 
périeurs , les méthodes pour trouver les 
rayons ofculateurs & les développées , la 
théorie des trajeéloires , les méthodes pour 
trouver les courbes fufceptibles du maxi- 
mum & du minimum , & plufieurs autres 
chofes , dont il feroit trop long de faire 
l’énumération. Mais il feroit à fouhai- 
ter que cet Ouvrage latin dont nous 
avons beaucoup profité , fût écrit avec 
plus de méthoae & de clarté. Le Calcul 
Intégral des PP. le Seur & Jacquier , en 
deux volumes zVz-4^. , le premier de 54^^ 
pages , le fécond de 591 pages , imprimé à 
Parme en 1768 , mérite aulli l’attention 
des Géomètres ; on y trouve de fort bel- 
les méthodes pour intégrer les équations 
& les formules différentielles, à une & 
à plufieurs variables , avec un traité des 
Variations , mais les applications à la Géo- 
métrie s’y font defirer : cependant cet 
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Ouvrage nous a été de la plus grande uti- 
* Jité & nous l’avons même copié en quel- 
ques endroits. 

Il nous refte à parler des Ouvrages du 
favant Euler donc nous avouons avec re- 
connoiffance avoir beaucoup profité, quoi- 
que nous nous foyons quelquefois écartés 
de fes idées que nous n’avons pas crû 
pouvoir adopter dans tous les cas. Son 
livre , intitulé : Injiitutioms calculi diffc-^ 
Tcntialis cùm ejus uju in analjji infinitorum 
ac doârinâ Jcrkrum , imprimé à Berlin an- 
née 171^5 , contient dans 880 pages in-4^^. 
la méthode de différencier une quantité 
. quelconque , la théorie des maximis & 
minimisj l’application du Calcul Différen- 
tiel aux fériés & aux équations , &c. Le 
Calcul Intégral du même Auteur en 3 
vol. m-4®. imprimé k Petersbourg & donc 
le dernier volume a paru en 1770 , traite 
fort au long des méthodes d’intégrer les 
équations différentielles k une & k plufieurs 
variables , & du Calcul des Variations ; 
mais cet Ouvrage latin ne renfermant pas 
les applieations a la Géométrie , ne peut 
non plus que fon Calcul Différentiel , être 
utile qu’k ceux qui font déjà initiés dans 
les nouvelles méthodes. A ces livres nous 
devons joindre les Ouvrages de Segner & 
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d’Hennerc , quelques Mémoires de diffé- 
rentes Académies & les Opufcules du 
grand d’Alemberc. Tels font les principaux 
Géomètres dont on trouvera les métho- 
des dans l’Ouvrage que nous donnons au- 
jourd’hui au public. Il y a encore quelques 
Livres élémentaires qui traitent du Calcul 
Infinitélimal , tels que M. l’Abbé Dei- 
dier, Bezout , Simpfon dont je ne parle 
pas , parce qu’ils font affcz connus. 

Nous allons maintenant donner une idée 
des objets que nous avons traités , & de 
la méthode que nous avons fuivie dans la 
fécondé partie de ce Cours de Mathéma- 
tiques. Nous l’avons divifée en quatre fec- 
tions ; la première contient les^principes 
généraux du Calcul Différentiel & du Cal- 
cul Intégral avec les applications de ce 
premier Calcul ; la fécondé renferme les 
applications du Calcul Intégral à la Géo- 
métrie i la troifieme traite de l’intégration 
des formules & des équations différen- 
tielles , & du Calcul des Variations ; la qua- 
trième enfin renferme l’application de l’a- 
nalyfe à de beaux problèmes Phyfico-Ma- 
thématiques. Dans la première feélion, 
apres avoir développé le plus clairement 
qu’il m’a été pofîibîe les principes géné- 
raux du Calcul Différentiel & du Calcul 

Intégral 
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Intégral qui en eft Tinverfe ( "^ ) , après 
avoir traité des différences des ordres fu- 
périeurs & de leur intégration , je fais des - 
applications aux fous-tangentes des cour- 
bes , j’apprends à différencier 6c à intégrer 
les quantités logarithmiques & exponen- 
delles,& celles qui renferment des dnus, 
des cofînus , tangentes , cotangentes , fé- 
cantes 6c cofécantes. Je paffe enfuite aux 
tangentes , fous-normales & normales , à 
la méthode de déterminer l’angle de la 
courbe avec une ligne parallèle aux abeif- 
fes ou aux ordonnées. Je parle aulli des 
afymptotes des courbes , tant 'de celles 
dont les ordonnées font parallèles que de 
celles dont les ordonnées partent d’un point 
qu’on nomme foyer. 

Je traite enfuite delà fradion ° & des tan- 
gentes qui en dépendent, de la méthode des 
maximis 6c des minimïs que j’ai développée 
avec le plus grand foin , à caufe de fon uti- 
lité dans les Sciences Phyfico-Mathéma- 

( * ) C’eft là raifon pour laquelle j'ai cl'abotd mené , pour 
ainfi'dire, ces deux calculs de front , m'écarcanc en cela 
de la méthode ordiRaite. Les règles du calcul intégral étant 
nue fuite de celtes du calcul différentiel , je pciife que les 
commençants auront plus de facilité à faifîr les règles du cal- 
cul intégral , en les leur préfentant aulE-tôt après celles du 
calcul différentiel , que fi l’on vouloit les y ramener dans 
la fuite après les applications de ce dernier. 
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tiques ; j’en ai fait d’abord l’application à 
la Géométrie , fail'ant remarquer en même- 
tems qu’il y a des occafions dans lefquelles 
on peut facilement trouver le maximum 
ou le minimum fans le fecours du Calcul 
Différentiel , comme je l’ai fait voir en 
démontrant que le cercle eft la plus gran- 
de des figures ifoperimètres. Venant en- 
fuite aux fondions algébriques , j’apprends 
à trouver les cas dans lelquels elles de- 
viennent un maximum ou un minimum y 
quel que foit le nombre des variables ; j’ai 
éclairci cette théorie par plufieurs exem- 
ples ; j’en ai même fait l’application à une 
fondion allez compliquée de trois varia- 
bles , ce que je ne lâche pas avoir été fait 
encore Je n’ai pas oublié non plus de 
parier des maxinûs & des minimis de diffé- 
rentes elpeces qu’il ne faut pas confondre 
les uns avec les autres , théorie dont je ne 
crois pas qu’on ait encore fait mention 
dans aucun ouvrage François. Après avoir 
parlé des maximis & des minimis , je viens 
aux rayons olculateurs & aux développées, 
foit que les ordonnées partent d’un point ou 
qu’elles loient parallèles ; je traite enfuite 
la théorie des cauftiques par réflexion & par 
réfradion , celle des points d’inflexion & 
de rebrouffement foit de la première , foit 
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-de la fécondé efpèce ; je démontre que 
dans les points îinguliexs les courbures 
des courbes ne font pas circulaires ou , ce 
qui revient au même , que , lorfqu’on 
trouve le rayon ofculateur égal à zéro ou 
infini , la valeur de l’abfcifie & de l’or- 
donnée étant fuppolée finie, il n'y a aucun 
cercle ni infiniment grand ni infiniment 
petit , qui aip la même courbure que 
xoürbe au point dont nous- parlons , ce 
qui eft contraire à la doétrine commune 
des Géomètres. Je viens enfuite aux appli- 
cations du Calcul Différentiel à l’AIgtbre.; 
& je fais voir que la formule du Binôme 
de Newton que j’avois déjà donnée dans 
mon Algèbre , en fuppofant que fexpa- 
fant eft un nombre entier ou fraétionnaire 
pofitif ou négatif, a. encore lieu lorfque 
cet expofant eft un nombre fourd ou ir- 
rationel tel que V 5 > par exemple ; j’ap- 
prends à trouver les limites des équations 
& leurs racines approchées, quand on ne 
peut les avoir exadement : je fais voir que 
lorfque toutes les racines d’une équation 
font réelles , il y a toujours autant de ra- 
cines pofitives qu’il y a de changemens 
de fignes & autant de racines négatives 
qu’il y a de répétitions du même figne 
d’un terme à l’autre. Je n’oublie pas de 
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parler des moyens de connoître fi und 
équation a des racines imaginaires, & je 
développe une méthode par le moyen de 
laquelle , étant donnée une équation qui 
contient des racines multiples , on peut 
trouver d’autres équations plus fimples 
dont l'une renferme celles qui font con- 
tenues une fois dans la propofée , l’autre 
celles qui font côntenues deux fois feule- 
ment , l’autre celles qui font contenues 
trois fois feulement , & ainfi de fuite. Je 
viens enfuite aux ufages du Calcul Diffé- 
rentiel dans les fériés , j’enfeigne à élever 
une férié à une puiffance quelconque , 
à multiplier Une lérie par une autre , à 
réduire une fradion en îérie , &c. 

Comme il ett très-important de donner 
aux Commençants des notions claires fur 
la nature du Calcul Différentiel , je dé- 
veloppe mes recherches métaphyfiques fur 
la nnture des différentielles , & je fais voir 
que les démonftrations du Calcul Diffé- 
rentiel font rigoureufes; de maniéré qu’on 
ne néglige aucune quantité , grande ou 
petite : enfin je termine cette première fec- 
tion par le Calcul des différences finies, 
( qui n’eft autre chofe qu’un Calcul Diffé- 
rentiel dans lequel les différentielles de- 
viennent des grandeurs finies ) dont je fais 
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voir l’ufage dans la dodrine des fériés. Tel 
ed le croifieme volume de ce Cours de 
Mathématiques. 

Dans le quatrième , après avoir rappelle 
quelques principes de Calcul Intégral donc 
j’avois déjà parlé dans la première feélion , 
j’enfeigne à quarrer les courbes , tant cel- 
les donc les ordonnées font parallèles que 
celles donc les points font rapportés à un 
foyer. La quadrature des fpirales demande 
des attentions fans lefquelles il eft facile 
de fe tromper J car li la fpirale d'Archi- 
mede, par exemple , contient deux fpires, 
l’intégrale qu’on trouve renferme la furfacc 
de la première fpire , plus celle de la fécondé, 
tandis qu’on fuppofe communément que 
cette intégrale ne renferme alors que la fur- 
face comprife encre le foyer & la fécondé 
fpire. Après avoir traité des quadratures , 
je viens aux reâifications des courbes, de 
je donne une formule qui contient toutes 
- les paraboles reâifiables ; elle ne s’accor- . 
de pas avec celle d’un Géomètre moderne 
dontjes Ouvrages font entre les mains 
de tout le monde , ce qui vient de ce que ce 
Mathématicien^ en changeant le ligne de 
l’expofancdela variable foüs le ligne radical, 
lui a donné hors de ce radical un expofanc 
qu’elle ne doit point avoir , &c cette mé- 
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priJc'l’a conduit à une formule fauffe. 

Après avoir parlé de la reélification des 
courbes , l’ordre demande qu’on traite de 
lu cubature des iolides & de leur furface ; 
c’elt ce que j’ai fait avec toute la clarté 
qui m’a été poiîîble. Venant enfuite à la 
théorie du centre de gravité des folides, 
)e l’ai développée avec d’autant plus de 
plaifir qu’elle ell d’un grand ufage dans 
la méchanique. Je n’ai pas oublié de par- 
ler de la fameule réglé de Guldin & de 
fon ufage dans le Calcul Intégral. PalTant 
âufîi-tôt après à la méthode inverfe des tan- 
gentes , j’ai réfolu un grand nombre de 
beaux problèmes , afin d’en faire fentirles 
avantages , & de tnettre les Commençans en 
état d’en faire l’application dans les diffé- 
rens cas. 

■ Dans la première partie de ce Cours , 
j’avois déjà donné quelques notions fur la 
théorie des courbes à double courbure; 
reprenant cette matière, je fais l’applica- 
tion du 'Calcul Différentiel & Intégral à 
ces courbes , en fuivant la route que le 
célèbre Clairaut nous a tracée dans fes 
recherches fur ces fortes de lignes. J’en- 
feigne donc à trouver leurs fous-tangentes 
leurs fous-normales , à jes reélifier, &c. 
telle eft la fécondé fedion'de la féconde 
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partie de ce Cours de Mathématiques. 

La troifieme fedion eft fi vafte que j’ai , 
crû devoir la divifer en deux parties : dans 
la première je parle d’abord de la maniéré 
d’intégrer les formules rationnelles & je 
fais voir par pliifieurs exemples , qu’on 
peut fouvent intégrer des formules irra- 
tionnelles , en les rendant rationnelles. 
L’analyfe de Diophante que j’ai traitée aflez 
au long dans l’Algebre , eft très-utile dans 
ces fortes de recherches. 

Je parle enfuite des formules qu’on peut 
intégrer par les fériés, par les quadratures 
ou les reaifications des courbes ; de la ma- 
niéré de ramener les différentielles à des 
formules plus fimples , & de celles qu’on in- 
tégré parle cercle. Je fais voir que toutes 
les imaginaires fe réduifent à la forme M 
-+-N \/( — I ) (*), je n’oublie pas de parler 
de l’intégration des formules logarithmi- 
ques , de celles qui renferment des finus & 


(*) Se^ner a démontré depuis long-tcms que toutes les 
imaginaires qu’on peut rencontrer dans la réfolution des 
équations algébriques peuvent fe réduire à une forme fem- 
blablc. Mais nous faifons voir que les quantités même dont 
les expofants font imaginaires , peuvent s’exprimer par la 
formule donc on vient de parler. 
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des cofinus, foit circulaires foie hyperbo- 
liques, des fradions rationnelles, des dif- 
férentielles donc l’intégrale dépend de là 
redification de l’ellypfe ou de l’hyperbole, 
féparément ou enfemble. Je pafîe enfuitc 
à l’intégration des formules différentielles 
de tous les ordres , lorfqu’elles ne contien- 
nent qu’une variable , ou du moins , lorf- 
que de deux différentielles l’une eft conf- 
tante , & à celles qui renferment des lignes 
d’intégration. Venant aufîi-tôt après aux 
différentielles k plufieurs variables, je donne 
différentes méthodes pour les intégrer. Je 
développe les méthodes de M. Newton 
d’intégrer par les fériés , celles de M. Fon- 
taine, & je donne les équations de con- 
dition néceffaires pour qu’une formule ou 
une équation différentielle foit fufceptible 
d’une , de deux j &c. intégrations dans 
l’état où elle eft. Après avoir parlé fort au 
long des meilleures méthodes d’intégrer 
lés équations différentielles de tous les 
ordres, fort à une, foit à plufieurs varia- 
bles , j’enfeigne dans la fécondé partie de 
la même feftion à ramener l’intégration 
des équations différentielles du premier 
ordre & à trois variables à celle d’une 
équation à deux variables , à trouver les 
fondions de deux ou de plufieurs variables 
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par la relation des différentielles d’un or- 
dre quelconque ; je reprends enfuite la re- 
cherche des fadeurs qui peuvent rendre 
les équations intégrables : je donne une 
méthode par le moyen de laquelle on peut 
fouvent trouver l’intégrale complette & 
finie d’une équation différentielle d’un 
ordre quelconque par une feule intégra- 
tion. Je parle après cela du fameux pro- 
blème des trajedoires orthogonales & des 
ufages du Calcul Intégral pour trouver la 
nature des courbes par quelque propriété 
donnée. Enfin je termine cette fedion par 
le beau calcul des variations & fes appli- 
cations à la Géométrie & k la Méchani- 
que. 

Dans la quatrième fedion je fais voir 
Tufage de l’analyfe finie, du Calcul Diffé- 
rentiel & du Calcul Intégral, pour la fo- 
lution des problèmes Phyfico- Mathéma- 
tiques. Je les ai choifis capables de donner 
aux Commençans le denr d’approfondir 
la fcience qui nous a procuré de fi belles 
connoiffances. Comme je ne donne pas 
ici un traité de méchan-ique , j’ai placé les 
problèmes qui regardent cette partie des 
Mathématiques prefque dans l’ordre qu’ils 
fe font présentés k mon efprit, ayant fup- 
pofé que mes ledeurs écoieot au moins 
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înftruirs des premiers élémens de mé- 
chanique. 

Il feroic trop long de faire le détail de 
tout ce que cette ftdion contient , je me 
contenterai de parler en peu de mots de 
ce qui s’y trouve de plus intéreffant J’y traite 
des loix du mouvement des corps élaf- 
tiques & non élaftiques , déduites du fa- 
meux principe de la moindre a3ion. Le mê- 
me principe étant appliqué au mouvement 
de la iurniere fait voir que l’angle de ré- 
flexion eft toujours égal à celui d’incidem 
ce , & que les fînus des angles de réfrac- 
tion & d’incidence font toujours en rai- 
fon confiante. Etant donné l’angle d’élé- 
vation d’un mortier avec la force de la 
poudre, je détermine la plus grande hau- 
teur à laquelle une bombe puilfe parvenir , 
n’ayant pas égard à la réfjftance de l’air ; 
j’apprends à trouver l’angle que doivent 
faire les portes d’une éclufe pour qu’elle 
réfifte le plus qu’il eft polTible à laâion 
de l’eau ; j’enfeigne à conftruire une an- 
cre de maniera qu’elle s’enfonce dans le 
fond de la mer le plus qu’il eft poflible. 
Je parle affez au long du centre de per- 
euftion & d’ofcillation, théorie fur laquelle 
plufieurs Auteurs fe font trompés. Je traite 
aufti du mouvement de rotation & de pro- 
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]é£lion , & à cette occafion je détermine 
à quelle diftance du centre de la Terre a 
dû pafler l’impulfion primitive, pour qu’il 
en ait réfulté le rapport du mouvement 
diurne &c annuel qui a lieu dans la 
' nature. Je parle du moment d’inertie , 
des effets de l’attradion , du tems qu’un 
corps fitué à la diftance de la Lune met- 
troic à tomber fur la Terre , de la cour- 
bure des cordes, de la ligne de la plus vite 
defeente, de celle le long de laquelle un 
corps s’approcheroit également de l’hori- 
fon en tems égaux , de la figure de la Ter- 
re , du mouvement des pilons' dans les 
moulins à poudre , des effets des machi- 
nes , du frottement , des corps qui fe meu- 
vent dans les fluides , du folide de la moin- 
dre réfiftance , de l’adion & du mouve- 
ment des fluides , des mouvemens qui 
dépendent d’une caufe accélératrice , des 
cordes vibrantes , des pompes afpirantes , 
* & de plufieurs autres cho.fes dont le dé- 
tail nous meneroit trop loin. En un mot 
on trouvera dans cette feâion des cho- 
fes très-intéreffantes fur les effets des ma- 
chines , foit accélérantes foit uniformes, 
fur les moulins , la manœuvre des vaif* 
féaux , &c. l’hydroftatique & l’hydraulique. 
Ayant parcouru les recherches fur les mô-» 
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difications de l’atmofphère du favant M. 
de Luc , j ai crû faire plaifir à mes 
Leâeurs , en développant en peu de mots 
la méthode de ce grand Phylicien pour 
melurer la hauteur des lieux par le baro- 
mètre. J’ai dit auffi quelque chofe de la 
IVlufique , & de l’Optique : enfin en faveur 
de ceux qui aiment la Phyfique , je nie fuis 
allez étendu fur les forces phyfiques qui font 
mouvoir les corps ; j’ai développé la théo-^ 
rie du flux & reflux de la mer ; celle des 
tubes capillaires , que le célèbre M. de 
Lalande a traitée fort au long & d’une 
maniéré très- ingénieufe dans un favant 
Mémoire qui a paru en 1770. De tous les 
Phyficiens attraéfionnaires c’eft celui qui 
explique le plus clairement les effets de 
l’attraéfion dans le tube capillaire. 

Mais qu’on ne s’y trompe pas ; les folu- 
tionsdes problèmes Phyfico-Mathématiques 
font fouvent appuyées fur des hypothèfes 
précaires qui n’ont pas lieu dans la nature. 
Celui qui voudra déterminer , par exem- 
ple , la courbe que fuit un corps lancé 
en l’air , fera obligé de fuppofer que la 
réfiitance de ce fluide fuit une certaine 


( * ) Cet excetlent Ouvrage en i volumes i/1-4*. a été 
imprimé à Genève en i77X. 
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loi. Mais par que! moyen s’aflurera-t-il de 
Texittence de cette loi ? par l’expérience, 
direz-vous ; fort bien : mais malgré tant 
d’expériences , nous n’avons encore rien 
de certain fur cette matière. D’autre côté 
l’expérience pourra peut - être lui faire 
connoître cette loi dans le cas où le mo- 
bile ri"aura qu’une vîteflé médiocre; mais 
fi le fluide ne peut fuivre le mobile & oc- 
cuper au fli- tôt l’efpace que celui-ci aban- 
donne, Ja réfiflance ne fera-t-elle pas dif- 
férente.^ ce font les raifons pour lelqudles 
je n’ai rapporté aucune-des folutions que 
différens Géomètres ont données de ce fa- 
meux problème ; car il n’y en a aucune que 
je voulufle garantir. Souvent un Auteur s’i- 
magine avoir prouvé que la folution d’un 
problème eft jufte parce qu’elle s’accorde 
avec l’expérience ; cependant il peut fe 
faire que les erreurs fe compenfent & 
qu’on arrive à la vérité par une méthode 
taufle. / 

Il y en a d’autres qui font des fuppo- 
fitions de calcul , en regardant, par exem- 
ple , comme nulles des quantités qui les 
cmbarralïént. Meffieurs Clairaut & Maier 
qui fe font fait tous les deux un nom 
immortel par leurs Tables Lunaires , ont 
employé ( ainfi que 1 a très-bien remar- 
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qué M. Euler dans fa nouvelle Théorie 
de la Lune ) des équations qu’ils ont , 
pour ainfi dire , trouvées en devinanc 
& déduites de l’oblèrvation , au lieu 
qu’il falloit les déduire de la théorie 
de la Lune. D’autres établiffent de beaux 
calculs fur des principes fans folidité , 
femblables à un Architefte ridiciile qui 
éleveroit un fuperbe palais fur des fon- 
demens fans confiftance. En lifant les 
Ouvrages des Mathématiciens modernes, 
on s’apperçoit qu’il y en a plufieurs qui 
manquent de Phyfique , de Logique & fur- 
tout de Métaphyfique , & que c’eft prin- 
cipalement par le défaut de cette dernière 
fcience que des gens , habiles d’ailleurs , 
nous ont donné tant de chimères comme 
des vérités démontrées. On ne peut donc 
trop exhorter les jeunes Géomètres , ceux 
du moins qui fe propofent de faire cer- 
tains progrès, & qui veulent approfondir 
les Mathématiques , à s’attacher à la Lo- 
gique , à la Phyfique, & furtout à la Mé- 
taphyfique. Mais qu’on y prenne bien 
garde , quand j’exhorte les jeunes gens à 
méditer les vérités métaphyfiques , je n’en- 
tends pas parler de ces chimères fublimes , 
de ces êtres fans confifiancc & fans réa- 
lité , de ces quiddités , entités 6c autres 
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rêveries ridicules fur lefquelles les anciens 
fcholattiques dilpirtoienc à perce de vue, 
dans un jargon ablurde &c prefquc inintel- 
ligible : la vraie métaphylique recherche 
la nature des êtres, foii matériels Ibit Ipi- 
rituels, celle de l’efpace & du tems. Notre 
Métaphylique renferme' deux Difl’erta- 
tions, l’une fur le tems, l’autre fur Tef- 
pace , dans lefquelles on trouve des idées 
nouvelles fur^ces matières fublimes , qui 
font, (i l’on peut parler ainli , des maté- 
riaux donc les Géomètres font li fouvent 
ufage dans les fciences Phyfico - Mathé- 
matiques , mais donc ils n’ont la plupart 
que des notions bien (uperficielles ik lou- 
vent faulfes. La vraie Métaphylique ap- 
prend à approfondir les principes & à les 
réduire à leur jufte valeur. Un Géomètre 
Mécaphylicien ne dira pas que la ligne eft 
compofée de points , la. furface de lignes 
& le folidc de lurfaces. Un Mathémati- 
cien qui n’aura lu ‘que des livres de géo- 
métrie , pourra tomber dans cette erreur 
gj-olïiere , comme l’expérience Ta déjà 
appris. 

Je fouhaiterois que les jeunes gens qui 
liront ce Cours de Mathématiques , eulTent 
déjà parcouru notre Logique & notre Mé- 
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tapliyfique (*) , ( je ne parle pas de la Phyfi- 
que que je me propofe de publier bientôt;), 
ils pourroient peut-être alors retirer plus 
de profit de l’étude d’un ouvrage que j’ai 
fait dans la vue d’être utile à mes Con- 
citoyens. C’eft ce noble motif qui m’a 
fqutenu dans une fi longue & fi pénible 
carrier^ , qui m’a fait furmonter tant 
d’obftacles , parcourir tant de livres & 
entreprendre de longs travaux pour nfec- 
tre à la portée des génies même ordinaires 
tout ce que les Mathématiques ont de plus 
fublime & de plus élevé. 

Je ne demande pas que le Ledeur foie 
inftruit des élémens de Géométrie & d’Arith- 


métique , comme doit l’être un homme qui 
voudroitétudier lesinftitutions Analytiques 
de Ricati & de Saladini ; je ne renvoyé ja- 
mais aux livres des autres , comme certains 


Auteurs qui fe mettent peu en peine fi celui 
qui les lit, peut ou ne peut pas fe procurer 
les ouvrages dans lefquels fe trouvent les 


> 


( ♦ ) Le defir d’apprendre & de ftf faire un nom fait 
quelquefois faire aux commençants des efforts d’étude nui- 
fibles à leur fanté ; la leâure du chapitre des maladies des 
Gens de Lettres qu’ils trouveront dans notre Métaphyfique , 
eff très -propre à leur donner de la modération & de la 
prudence, 

démonflrations 
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démonftrations qu’ils n’ont pas jugé à pro- 
pos de rappoter (*), 

La plupart des traités de Calcul DiiFé> 
renciel & Intégral que nous connoiffons, 
font trop élémentaires & peu propres à 
faire connoître ce qu’il y a de plus difficile 
en cette matière; quelques-uns font pro- 
fonds & renferment de fort belles décou- 
vertes en ce genre , mais leurs illuftres 
Auteurs , occupés de la gloire de l’inven- 
tion , fe font mis peu en peine de l’avan- 
tage de ceux qui afpirent à les compren- 
dre. Nous avouons avec reconnoiffance 
avoir profité de ce qu’ont écrit fur cette 
matière les Mathématiciens les plus fa- 
meux ; nous ne pouvons cependant pas 
nous diffimuler que plufieurs chofes nous 
appartiennent en propre. D’ailleurs nous 
nous fommes prelque toujours écartés de 
la méthode de démontrer des Inventeurs, 
tâchant de fuivre nos principes & d’y ra- 
mener ce qui avoit été découvert par les 
autres. C’eft pour cela , comme aulli pour 
éviter les altercations , que nous n’avons 


Mes Injlitutions Mathématiques ( qu'on trouve à Paris y 
cher Valade , Libraire, rue Saint-Jacques ) , & ma Méta» 
pkyfîque , font les feuls Livres auxquels j'ai quelquefois 
renvoyé le Lefteur. 

Tome III. c 
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pas toujours cité les Auteurs des décou- 
vertes , qui font fouvent très douteux. Nous 
avons cru encore devoir varier les métho- 
des pour plus grande facilité , parce qu’il 
eft difficile d’en affigner une qui foit gé- 
néralement la plus commode. Au refte, 
comme nous recherchons uniquement 
l’utilité des Commencans , nous laiflons à 
chacun la liberté de revendiquer ce qu’il 
croira lui appartenir ; ne difputant pas 
même les choies fur lefquelles nous fem- 
mes fûrs d’avoir une propriété exclulive, 
& cédant à quiconque voudra tout ce qu’il 
jugera à propos de répéter; pourvu qu’on 
nous accorde la gloire d’avoir été utiles. 

Un confeil bien important que l’on peut 
donner à ceux qui étudient les Mathéma- 
tiques , c’eft de lire peu & de penfer beau- 
coup , d’eflayer fouvent leurs forces en 
cherchant eux-mêmes les démonftrations , 
en tâchant de développer les chofes qu’ils 
ont lues , & d’en faire des applications ; 
c’eft ainfi qu’on peut acquérir la facilité 
de découvrir & l’efprit d’invention. Les 
details dans lefquels je fuis entré quelque- 
fois, font pour ceux qui n’ont pas le tems 
néceflâire pour fuivre la méthode dont je 
' viens de parler. 

A l’égard de Tutilité des Mathémati- 
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ques , je ne crois pas qu’un homme un 
peu inttruit & exempc de préjugés puifiTe 
la révoquer en doute. Mais cette étude 
a encore un avantage auquel on ne fait 
pas alTez d’attention : les merveilles qu’on 
découvre en étudiant cette fcience , cap- 
tivent l’ame , l’occupent d’une maniéré 
délicieufe & exempte de danger ; elles 
élevent l’efprit , procurent une<latisfaâion 
douce , qui dégoûte des pallions grofficres ; 
elles éloignent les delirs frivoles 6c procu- 
rent des plaifirs qui renaîflent fans celTe. 
Pythagore ne recevoir point de difciples 
qui n’euflént étudié les Mathématiques; 
on lifoit fur fa porte : nul ici qui ne. fait 
Géomètre \ tant il étoit perfuadé que les 
Mathématiques contribuent puiflamment 
au développement de l’efprit & de la rai- 
fon; & l’on peut dire qu’elles font, pour 
ainfi dire , le fondement de la Phyfique , 
dans laquelle on ne fera jamais de grands 
progrès fans le fecours de cette fcience. 

Si nous pouvons mefurer la diftance du* 
Soleil à la Terre , à la Lune , à Jupiter, 
Mars & Saturne , calculer les mouvemens 
des Planètes & des Comètes , & prédire 
les éclipfes du Soleil & de la Lune ; fi nos 
Navigateurs font aujourd’hui avec tant de 
facilité le voyage des Indes Orientales & 
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Occidentales ; fi nous pouvons nous procu- 
rer fi facilement les produâions & les ri- 
chefïes de l’Afrique , de l’Afie & de l’Amé- 
rique ; fi nous lavons mieux attaquer & 
mieux fortifier les places que les anciens ; fi 
nos batailles font plus favantes , mais moins 
meurtrières que celles des Romains & des 
Grecs ; fi nous pouvons calculer & régler 
les mouvemens & les évolutions des ar- 
mées avec tant de jufteffe , c’eft aux Ma- 
thématiques que nous devons tous ces 
avantages. Mais il feroit inutile d’entrer 
dans un plus grand détail , puifque per- 
forine ne contefte l’utilité de cette belle 
fcience. 
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COURS COMPLET 

DE 

mathématiques. 


SECONDE PARTIE. 


CALCUL INFINITÉSIMAL. ^ 


Je divife le calcul infinitéjîmal en trois parties, 
'Calcul différentiel, calcul intégral & calcul des va- 
riations. Cette fécondé partie de notre Cburs de 
Mathématiques contienüra quatre SeéHons. Dans 
la première , je parlerai du calcul différentiel ; 
dans la fécondé & la troifiéme , du calcul inté- 
gral & de celui des variations ; dans la quatrième 
enfin, je ferai l’application du calcul différentiel 
& du calcul intégral aux fciences Phyfico -Ma- 
thématiques. 


2 Cours DE M ATHÉMATIQUES. 

SECTION PREMIERE. 

! 

Calcul différentiel. 

I S I on conçoit qu’une quantité x augmente ou 
diminue d’une quantité infiniment petite d x , da 
forte quelle devienne x dx, la quantité -dx 
s’appelle la diffirenùdlc de x‘,dx ne marque pas 
ici le produit de la quantité d par la quantité x , 
mais feulement la différentielle de x. Les quantités 
confiantes ou qui ne varient point, font ordinai- 
rement défignées par les premières lettres de l’al- 
phabeth a , b , c , &c. Les variables par les 
dernieres x,y , Puifque les quantités confiantes 
n’ont point de différentielles , leur différentielle- 
efi— O. 

J’entends par calcul diférentiel , la maniéré de 
trouver les différentielles des quantités variables & 
les rapports de ces différentielles. Pour avoir la 
différentielle de x, on écrira dx , fi x va en 
croiffant, ou — dx, Ç\ x diminue. Lorfque les 
Géomètres ne donnent pas le figne — à la diffé- 
rentielle , ils fuppofent que la variable va en aug- 
mentant , à moins qu’elle ne foit négative ; car , 
par exemple , la différentielle de — x efi = — dx. 
En effet, puifque x varie d’une quantité infiniment 
petite dx, X devient x-\-dx, & — x devient 
■ — X — Si de cette derniere quantité on re- 
tranche — X, l’on a — X — dx-^x= — dx. 

La différentielle de â-f-x-4-y e^— dx -^rdyi 
car la différentielle de <z efi =o; la différentielle 
de efi a X. En effet, puifque x devient x-t-</x, 
ax deviendra ax -^a dx. De cette quantité ôtant 
la quantité donnée ax, l’on aura ax -^.adx-— 
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3 




ax^adxy diffiîrence ou différentielle cherchée. 
Donc pour trouver la diferentielU d'un produit , dont 
un desfaSeurs ejl conjlant & l autre variable , on multi^ 
pliera le facteur confiant par la différentitlU du facteur, 
variable. / . 

’ La difïerentielle du produit xy efï=s y dx 
xdy. En effet, lorfque x devient x dx^ y 
devient y-\-dy & devient (.x dx) x (y 

^ y H“ y dx x dy -^dx dy J d*où re- 

tranchant la quantité donnée xy^ il refte ydx^ 
xdy -\rdxdy. Or dxdy produit dun infiniment 
petit x , par un autre infiniment petit d y, eft un 
infiniment petit du fécond ordre qui difparoît 
C voyez ce que nous avons dit fur l’infini dans 
la première partie ) devant les infiniment pe- 
tits y dx, X dy du premier ordre. Donc la dif 
férentielle cherchée eft =y d xdy\on trou- 
veroit de même que la différentielle de xy-±^ 
ydx xdy , parce que la différen- 
tielle de a eft =0. Donc la différentielle du pro- 
duit de deux variables , efi égale à la fomme du pro- 
duit de chacune des variables par la différentielle de 
Vautre variable, 

La différentielle du produit x de trois varia- 
bles , eft ^u d X X ud xr;^du% car, en 

luppofant , nous aurions ( félon ce que 

nous venons de dire) la différentielle de ^ » — ; 
ud i-\r [du^dy il. parce que :^u — y^ fon 
^ X t^u =■ X y. Or , la oifférentielle de xy eft = 
y d X X dy. Donc, en fubftituant la valeur ■" 
de & de l’on a la différentielle de 
ou de xy lu dx xudi-Jr x^du. Et en 
général on trouvera la différentielle du produit de 
plufieurs variables^ en prenant la fomme des produits 

Ai 


Digitized by Google 



Cours de Mathématiques. 


dt la diffcrentidlc de chaque variable , par les autres 
variables, 

. Corollaire. Donc la différentielle de 
xy ^ a eft = xy \^du y [u d x x :^u d y -+■ 

xy U d 

, 2. En général , pour avoir la différentielle d’une 

•quantité quelconque p , on fubftituera à la place 
.des variables x , y , &c. qui compofent cette quan- 
^ .tité, les quantités x-\- dx ^ y -^dy, &c. & l’on 
-aura une autre quantité que nous appellerons P ; 
on ôtera de P pour avoir P — » ; on effacera 
dans cette derniere quantité tous les termes qui 
s’évanouiffent, par rapport aux autres termes; le 
refte fera la difiérentielle cherchée d p délivrée de 
fcs termes inutiles. 

Si p = xy , en fubftituant x d x au lieu 
de X, y dy au lieu de y , l’on aura P = xy 
■^y dx X dy dx dy \ & P — p fera xy -f- 
y dx -+- X dy d X dy — xy =y d x x dy , 

• en effaçant les termes qui fe détruifent, & négli- 

• géant l’infiniment petit du fécond ordre dxdy\ 
-mais Cl y diminuoit tandis que x eft fuppofé aug- 
menter , la différentielle de y feroit négative & 

. égale à — dy. Dans ce cas , on auroit P — pz=z 
ydx — xdy. 

5. J’entends par calcul Intégral l’art de trouver 
l’expreffion à laquelle appartient une différert- 
tielle propofée. Cette expreffion s’appelle C.nte- 
grale de cette différentielle. Ainfi la différentielle 
y dx-^ X dy a pour f intégrale x y , o\x xy 
a\ car en différenciant, foit xy, foit -v j' a, 
l'on a également y d x ->r x dy. On peut voir par 
là qu’on doit ajouter une Confiante ( que nous 
défîgnerons fouvent daus la fuite par C) à une 
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intégrale quelconque. Nous dirons auflî dans la 
fuite de cet Ouvrage comment on peut de'terminer _ 
cette conftante. Au refte, cette conftante eft fou-’ 
vent o; nous ne l’ajouterons cependantpas toujours 
pour J abréger. 

. . Il eft aile de voir que le calcul intégral eft l’in- 
verfe du calcul différentiel ; ainfi il faut faire beau- 
coup d’attention aux procédés dexcelui-*ci, pour 

pouvoir réuffir dans le jpremier. ^ , 

4. lîàjiifférentiellê de x”* fe' trouvera (2); 

à la placé de pour 


4. JLà^i 
en fubftituant x 




'77J 
X 


■'dx-{- 


■ m( m-rrl ) 


avoir x)"’==x” 

x'"~^d x ^ &c. ( par le binôme de Newton, voyez 


I. Z 


m X 


~dx 


en 

»v 


• : N 


la première Partie ) = x 
négligeant les termes fuivans , qui étant multiplf&t 
par des infiniment petits dx ^ , dx^ , dés or-^ 
ares fupécieurs , difparoilTent devant' lé fécond' 
terme. Donc en •retranchant la- quantité j donnée t 
ar'", l’on a mx"'~^dx pour la différentielle cher-. 
chée._ ‘ 

C O R b L L A I R E li Donc la dtffcrêntidle d'une' 
puijfanci x"' fe~troavç en multipliant -par.Ccxpofant 
de U puiffance , & par la différentieile de la quan- 
tité variable £’ diminuant cet exposant d\ptipyjinilè. 

Donc la différentielle de a-\~y ou deCa-f-y)" 
fera = J dy. Car (oit a y' x^ 

on aura d y = d x , ( ^ y ^ > 

d(a-hyr {*) = d.(^ x-" mxT~ ^'d X ^ 
jn y)""* dy , en fubftituant les valeurs de 
dxj~ètdcx. . ’ ' . -- . 


‘ (*) L’evprefTion à.-{a -hy)"' ou d (a ■+- 7 )’' ludique 1*’ 
différentielle de ( a 

Aj 
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Corollaire II. Donc l’Intégrale de 

mx^dx 


m X ' 


x'"* 


/wx*”' fera- ^ — — 

{tn — \-\-j)dx mdx 
'Donc REGLE GÈNtRA LE t r intégrale d'une diffé- 
rentielle monome , qui ne contient qiCune variable , fc 
trouve^ en augmentant d'une unité Pexpufant de la 
puiffance , divifant par cet expofant ainji augmenté & 
par la différentielle dé la variable. 

Une quantité aftéâée d’un radical ou ^un ligne 
lêra dite être fous le ligne j ainll dans v 

a la qantité x eft fous le ligne j/'ou mais la 
quantité a ell hors du ligne. 

L’intégrale de la différentielle y” d y fe- 


ra 


J' 


m-t- I 


En effet , en différenciant cette quan- 
tité , on aura la différentielle propofée. L’in- 

( a y)' t 

tégrale de (. a y y" dy fera — — • 

En effet , fuppofons a 4- y = x , on aura 
(.a 4- y/‘ = x”, dy = </x & (a-+-y)”‘ dy 
ê= x^ X , dont l’intégrale eft = - ( par 




w-f- 1 

. L’intégrale de 


la régie' générale ) = 

m 1 

( fl 4* b y y" dy eft ^ — -• Car foit a-\- by 


b (m- 


I ) 
dx 


s= X, on aura b dy =dx ^ ~ ^ d y & ea 

b • 


fubftituant, il vient {a by dy=x' 


X ” dx y dont l’intégrale eft • 


. d X 
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t de ( æ 4- " dy fera 

i /n-f - 1 

( en fuppofant j = 

— {llliz]"’"! car } 

•m-t- I 

Pour avoir la différentielle de oa 

fuppofera ^ -h y ) = (^~i“y)^ = ^^t 
en faifant «-+->' = ^, & l’on aura la différen-r 

tielle'de x^==mx"dx (en faifant m =£ i) 

, f , </Af X 

jX~-^d x = —r- = =s 


SSC \ X^ d X 


à y 


\x' 


.six 


1 V a-Hj' 

Remarque. Nous défignerons l’intégrale par la 

I 

lettre S ; de forte que Sa: ’ </a;défignera l’intégrale 
ée x^ dx Or , en fuppofant f = m , l’on 

2 . ^ m ■+• i * - 

B. S x'' dx Z==.S x’" dx =x 


X » 


I 


• » 


Tx-« 




En général S x” Ja: eft = — — — ^ excepté le cas 

où TO = — IJ mais nous parlerons de ce cas dans 
la fuite. 

Corollaire. Il fuit de ce que nous venons de 


( * ) On peut concevoir l’intétçrale d’une différentielle , 
comme la fomme des éléinens inéiiiincnt petits, d ou téfùlts 
l’intégrale. 

A 4 
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dire que l’on peut toujours trouver l’intégrale d’une 
quantité monome ou binôme , dont la quantité , 
hors du ligne , eft la différentielle de la quantité 
fous le ligne , cette différentielle étant fuppo- 
fée multipliée ou divifée par une confiante , 
excepté le cas où l’on auroit un expofant = 

— I- . , . ‘ 

y. Nous avons dit ci-dellùs que la différen- 
tielle de a X étoit a^/x. Donc S a c^x eû = a x. 

Nous avons vu auflî (i) que d ( xy ) efl= j dx . 

^x dy C A ) ; que d {x^u) dx xud^ 

(B ). Donc pour avoir l’intégrale des 
différentielles A & B qui contiennent plulîeurs 
variables, on fubllituera les variables au lieu de 
leurs nilfe'rentielles , & chaque terme fera la diffé- 
rentielle cherchée. Donc Ji une quaniicé {yi.)by d x 
-f- b X dy-^ra ds^-\- 6ic. a une intégrale = P, on peut 
la trouver i°, en intégrant le premier terme , comme (i y ' 
étoit confiant , 2°. en intégrant le fécond terme comme, 
ji X étoit confiant , & ainfi de fuite jufqti'au dernier 
terme ^ & en comparant entr elles toutes les inté- 
grales ; car Ji elles font les mêmes., t intégrale du 
premier terme fera l'intégrale cherchée. Si elles font ? 
différentes , on ajoutera à ce qu'elles ont de commun 
tous les termes qui font leur différence & l'on aura 
t intégrale P. Suppofant que la différentielle M 
n’a que trois termes , l’intégrale du premier ter- 
me, au|fi bien que celle du fécond , fera bx y , 
mais celle du troiliéme ell a {•; l’ajoutant à b xy , 
j’aurai l’intégrale P cherchée = b xy a En 
effet, en différenciant cette quantité, l’on aura la 
différentielle M. 

6. Pour avoir la différentielle d’une frac- 
tion ï, je fais y ^ : donc d — d Or, 
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y d X 


l’équation 5 = î » donne x z=y ;j; , dx =. y d:^ 

^idy^dx — idyz=ydiy~ ~ d Zr 

- ■ . y 

^ ydx — xdy 

d7. en lublh- 

yy y y ^ ’ 

tuant la valeur de Ainji la différentielle d’une 
fraction quelconque , 'efl égale au produit de la dif- 
férentielle du numérateur par le dénominateur , moins 
le produit de la différence du dénominateur par It 
numérateur , le tout divifé par le quarri du dénomi- 
nateur. Donc S. — ^ f la différen- 

tielle de — eft = ^ ^ , parce que d a = 0 , 

X XX * 


Donc S. 


a dx 


a 

X 


Remarque. Lorfqu’une différentielle hdx Çq 
trouve multipliée par une confiante, on peut inté- 
. grer comme fi la confiante n’y étoit pas; mais on 
doit multiplier enfuite l’intégrale par la confiante. 
Ainfi , en intégrant d x , j’ai x-, & multipliait 
par b, il vient b Xy de forte que S. bdx cik. =: 
b.Sdx = b X. i 

Lorfqu’on pourra ramener une différentielle à 
la forme x’" d x , comme cela fe peut , par- 
exemple, dans la quantité bdy \/~ (a -hy ) 

^ I 

= dy y. b (^^-\-y — d X Y. b xl" y en fuppofant 

^ y ~ X y & par conféquent dy — dx 8c 
m = \ y on intégrera facilement, puifque S. x’” dx 


eft = 


1 


T "!- 1 


= ~(a -+-y) * • Et 
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’ en multipliant cette derniere quantité par b, on 

aura 7 ^ C « » , intégrale cherchée. 

Lorfque la fublHtution ne pourra pas réuflir^ 
& que la diiTérentielle ne fera pas contenue 
fous quelqu’une des formules ci - deflus , on 

Î )ourra intégrer par les fériés. Soit par exemple, 
a quantité dy l/" (_ à cette quantité ne 

pouvant fe rapporter à aucune des formules ci- 

r 

deflus, je réduis ï/" ( « ~\-y^ ) = ( a ) * 
en une ferie par le binôme de Newton , ce qui 
peut fe faire facilement , en fubftituant y^ à 
la place de ^ & 7 à la place de m dans la 

' • _ t m(OT— 1) 

formule a-t- b”==a” ( a+r à H : ^ 

J * T y* 

_ &c.) 

Multipliant tous les termes par dy, on trouve 

I 

( en négligeant le multiplicateur ^ d y 

^-7 — &c. prenant 1 mtegrale 

' * 

de chaque terme & multipliant la fomme par a^, 

3 vient a T ( ^ —yyy — y^ &c. ) Cette 

6 a 40 

ferie fera d’autant plus convergente , que y fera 
plus petit par rapport à a. ^ 
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Il 


Dts diÿennccs des ordres fupérleitrs €r de leur 
intégration. 

V • 

f 

, J, d X étant la différence ou la différentielle 
de X , fon quarré fera dçfigné par dx'-, fon 
cube par d x^ , &c. Mais rien n’empcche de 
concevoir la différentielle de la quantité d xi , 
elle fera défignée par ddx, ou par d^x-, c’eft 
la fécondé différence de x. La troifïéme diffé- 
rence de JC, ou la différentielle de ddx^ s’ex- 
prime ainfi dddx,n\xd> x\ & en général la dif- 
férentielle de l’ordre m de la quantité x , s’ex- 
prime par d'^ X. Quoique dx^ èc ddx foient 
deux infiniment petits du fécond ordre, néan- 
moins ces quantités peuvent avoir entr’elles tels 
rapports que l’on voudra ( voyez ce qu’on a dit 
fur l’infini dans la première Partie de cet Ou- 
vrage } ; ainfi il ne faut pas les confondre l’un 
avec l’autre. La première différentielle de x" 
eft C4) rn. x’"~ ^ d x. Pour avoir la fécondé 
dififérentielle , on confidérera d’abord un des 
faéteurs variables x”‘~' , par exemple, comme 
variable , & le faéleur d x comme confiant ; l’on 
traitera enfuite * d x comme variable & jc " ~ ‘ 
comme confiant. Ainfi l’on aura m Ç m — i)X , 
dx'- -^m x”'~ ' ddx(^). Si on flippofe i/jf 
confiant, ce qu’on eft bien le maître de faire, 
on aura d d x —Q \ & la fécondé différentielle 
de jf"* fera m im — i) x"^~^ y. dx' y & l’on 
aura S. m (m — i ) x"‘~^ dx'-=. m x”~^ dx. La 
troifïéme différence de fe trouvera en trai- 
tant fucceflivement dans la quantité B chaque 
faéleur variable comme variable & les autres 
comme conllans; ce qui donnera w, ( /n — i ^ x 
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(nr — X 
^dx d‘’x-+-ni(m — i )x‘"~’- d d xd x-{-mx'”~' d^x 
( la différentielle de d x ^ eî't = 2 d x d d x , 
par la même raifon que celle de x- ^ eft 2 xdx^ 
que celle de ^ eft 2y dy ^ dont l’intégrale eft 
la quantité B. Si dans la derniere différentlellé 
bn fuppofe d d dx — o , c’eft - à - dire fi l’on fup- 
pofe la différence du fécond ordre conftante , 
pn effacera le terme qui eft multiplié par d^x, 
le refte fera la différentielle troifiéme de x"' , en 
en fuppofant ddx confiant. Il n’eft pas difficile de 
voir comment il faudroit s’y prendre pour avoir 
la différentielle du quatrième , cinquième , &c, 
prdrq de la quantité x"'. 

La différentielle- du premier ordre de la quan- 
tité xy ^ étant (i) -v dy-^y la fécondé diffé- 
rentielle fera dx d y - 1 - x d d y -f- d y d x -+• 
y d d x=.\dx d y -\rx ddy-\~y d dx — 2 d x dy 
r\-x d d'y., en fuppofant d x confiant. 

En confidérant dans celle - ci fucceffivement 
dy , X , d d y comme variables , on aui^ la 
troifiéme différence de x y dans la fuppofition 
ée d X confiant. Il eft évident que S. ( 2 dxdy 
<^x d dy ■)■=. X d y y d X , Sc que S. {x dy 

• ^r-y dx) = X y. Il eft aifé de voir maintenant 
comment on peut avoir -la différentielle fécondé 
d’une quantité quelconque. Il n’y a qu’à confi- 
dérer fucceffivement dans la différentielle pre- 
mière de cette quantité chaque fadeur variable 
comme variable & les autres comme conftans ; & 
•faifant la meme chofe pour la différence fécondé, ’ 
on aura la troifiéme & ainfi.de fuite, en fe fouve-^ 
nant d’égaler à o les différentielles des quantités 
a confidérées comme confiantes. Quant à 
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rintégratîon de ces fortes de quantités, on en 

Ç arlera plus au long dans la fuite de cet Ouvrage. 

els font les principes les plus généraux du calcul 
différentiel & du calcul intégral. Faifons quelques 
applications. 

8. Problème. T rouvcr la fous-tangtnu d'une 
courbe algébrique , dont les ordonnées font parallèles. 
Soit la courbe A m (fig. i. ) dont on demande la 
tangente au point rn. Ayant mené l’ordonnée Pot 
C y ),'fon infiniment proche /7/z. & la ligne otR 
= P/7 , parallèlement à l’axe AL, on aura AP 
= jf , P/> = OT R = , n R'( ou la différence 

de l’ordonnée p n s. l’ordonnée Pot) ■=. d y. 
la portion m n de la tangente étant infiniment 
petite , peut être regardée comme fe confon- 
dant avec la partie correfpondante ’de la courbe 
à laquelle elle eft cenfée égale. Cela pofé, les 
triangles femblables ot n R , ot T P donnent n R. 
otR::otP : ’Y ^ qml dy •. d x ztj'iPTs^s 

f B ) , exprcfllon générale des fous-tangentes. 

a ^ 

Si dans cette formule on fubftitue la- valeur à&dx 
prife de l’équation de la courbe, cette valeur con- 
tenant dy , il en réfultera une expreffion de P T, 
délivrée de différences. 

p. Soit fuppoféc la courbe Aot une parabole 
* ordinaire dont l’équation foit^^ = ajr, étant 
le paramètre ; en différenciant , on ^ 2 y dy^ 

•s= adXf dx-= 




Subftituant cette valeur 

^ d V 


à& d x t dans la formule B , il vient 

« 

* r- a X 'TJ 

p=5 — = — — =!*■, a caule de_y* 




ax 
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c’eft-à-dire, que la fous - tangente de la parabole 
cft double 1 ablciilè ; ce qui s’accorde avec ce que 
nous avons dit dans les Seéèions coniques. 

lO. Si la courbe eft une parabole d’un genre 
quelconque, dont l’équation foit a* x” 

• ( Seâions coniques 92); en différenciant, l’on 
a«a”x" " dx — (^m y"'*''-' dv^ dx 

' dy 

— ^ . . Subftituant cette valeur 

dans la formule B, on trouve " y; 

dy n 

* ( m - i - n ) a -’ x * 

a-x«-« n ' ~ 7 - x --‘ ^ 

tant ,1a valeur dey”* ") = x.Si m=2 8 c 

** * > ^ a P T = ^ X, Si m = ^ 8 c n = 2 , l’on 

,PT = lf- 

L’équation a” x’^ =:y”** devient a” x~* 
s=zy”~”^ en fuppofant n négatif; & dans ce 
, on a fl " = y jf ” ( voyez la note du 

n . py des Seâions coniques ) équation aux hy- 
perboles de tous les genres par rapport aux 
alymptotes , & la fous-tangente 1 P T ( figure 2 

y . m — n AI ■ ' » 

devient ^ , en fuppofant m — n 

s=M. SiM=i & /z=ij comme dans l’hy- 
perbole du premier genre , on aura P T = — a; , 
ceft-à-dire , que la fous -tangente fora égale à 
labfoifle; mais a caufe du ligne -r-, il faut pren- 
dre la fous-tangente du côté oppofé à l’origine 
des abfcilTes. SiM±=7&n=2, l’on aura PT 
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— 7 * 


Si M = 20 & « = 4, l’on aura 

Z 

PT = — 5" X. En général , la fous - tangente ; 
dans les hyperboles , eft toujours égale à l’abf- 
cifle multipliée par le quotient de l’expofant de 
l’ordonnée, divifé par celui de l’abfcifle, en prenant 
l’expofant de l’ablcifle avec le ligne — . 

Dans les ellipfes de tous les genres , l’on a 

m-»-» _ — x)”. Différenciant & mul- 

F 

tipliant par p , il vient dy 


s= n P X 
{a — x) 


‘ X (<Î — x)”" dx 
■* dx , dx — 


nîp X' 


n P X • ‘ X (a — X j"" — mpx * X (a — x )' 


Subftituant cette valeur.de dx, l’on a 
(m-hn)ay“'*'* 


y dx 

dy 

Subfti- 


npx“~' mpx* (a*— x)“~‘ 

tuant la valeur dey''"”'", & divifant enfuite le 
numérateur & le dénominateur par px’’"* X 
X a — x) ‘ , l’on a ( en fuppofant que la fi- 
gure 3 puilTe repréfenter ces lortes de courbes) 

P T = ^ — Zl. Comme la quantité p 

n a — nx -~m x * 

ne fe- trouve pas dans .l’expreflîon de la fous- 
tangente, il eft évident que cette ligne doit être 
la même , quelle que loit cette quantité. Donc tou- 
tes les courbes qui ont des équations qui ne dif- 
ferent que par différentes valeurs de lagrandeur/ 7 ,' 
. ont des fous-tangentes égales correfpondantes à 
des abfciffes égales. 

On trouveroit la mçme expreflîon pour les cer- 
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des de tous les genres, dont l’équation eft la même 
que celle des ellipfcs, en fuppofant a=p(^). Si 

*«ï=i&/z=2, PT fera = - ^ ^ ^ ; d’où 

la — 3 X 

l’on tire 2 h a — kV : ^ x :: a — x . VJ. 
Si OT = « = I , comme dans l’ellipfe & le cer- 


cle ordinaire, l’on aura PT = - i x x — 

^ a — IX 

» & ies tangentes ot T , « T correfpon- 

dantes à la meme abfcilïè AP, rencontreront 
l’axe au même point T (fig. 4). 

Dans les hyperboles de tous les genres , l’on 


a —y — x" y. (fl-j-jr)'", cette équa- 
tion ne différant de celle des ellipfes que par- 
ce que dans le faâeur a x ^ x a le ligne 
‘> 4 - au lieu du ligne — , la fous - tangente fera 

'__{m-^n).{ax-^xx) , » 

— 01 la courbe km C ng i ) 

eft.fuppofée une hyperbole ordinaire, dans la- 
quelle m=in = i, PT fera == ‘ 

ax-\-xx 


■; d’où l’on tire 7 « -f- 


a -i- i X 
X : X 


: PT. Prenant donc une quatrième pro- 
portionnelle aux lignes ^ a -i- x, x,a-^x, l’on 
aura la fous-tangente P T. 


(*) Pour les cercles, ellipres & hyperboles Je tous les 
genres, voyez les Seitions coniqKes, n. ,-^3 & 5)4. 

II 
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Il, Pour les paraboloïdes , dont l’équation 
( voyez les Seftions coniques ) cft = x'" 
-h... -h a”-’- gx 

ou y -+-l>x'"~' -i-c x"~^ en faifant 

<1 = 1, Ÿonady = mx'"~'^ dx-\-h(m — i)x'^~^dx 
-f-c ( m — 2)x”~^ d X .. gdx, dx 
^jy 


m x’‘~' -k-h{m — I [m — i 

y 




tc-d^= 

dy mx’'~'-hb(7n — i)-* 




II. Dans la cifToiJc ( fîg. f ) , l’on a ( courb. alg. 71 ) 
■ , en fuppofant le diamètre du. cercle gé- 


y — 


2 4 — X 


ncrateur = 1 aj donc y* X {z a — x) — x> , zydy X 
( Z a — x) — dx = J dx , Z y dy X (la — x) 

s= 3 x^ dx 4- dx Xy^ — dx X 3 »* •+■ dx X 


(en fiibftituant la valeur de_7*) =dx.(- 
dx = 


Z a — X 
i xx[ 2 4 — -V 1 -f- VX X’ 


Z a ■— X 

ydy X é — x?Xr2,4 — xl y dx 


l 


6 a x~ — IX* 


'-y' X r 

6 a — IX* 


X 


[ 2 « — Xl^ 
<dxx — 2.» * 


4 a X — 2 X* 
6 a — Z X 


- C - Xj X -, ^ , .p _J 

~ ; d ou 1 on tue 3 a — x : i a — ^ : .v : 1 r. 

0a — X •' 

13 , Problème. Trouver la fous-tangente dans 
la cycldide ( fig. 6 ). Ayant tiré les ordonnées 
infiniment proches MP, m p , menez la tan- 
gente P T au point P du cercle générateur & la 
tangente M T au point correfponOTnt M de la 
cycloïde. Les arcs infiniment petits, Vp, M.//i 
pouvant être confidérés corRme des portions in- 
finiment petites des tangentes PT, rnT , fi l’oix 
- Tomi lll. * B 
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tire la ligne Mr parallèle à la tangente PT, les 
triangles femblables Miw, TM P donneront 
ms‘. Mi:: MP: PT. Or , à caufe des paral- 
lèles P/>& Mi, MP & ff/i, Ton a , en fai- 
fant l’arc BP=a: &PM = j>', l’on a , dis - Je , 
ms dy^ V P — dx = donc d y: dx •.'.y. 


PT 


y' 


dy 


= y ; puifque dy — dx C) , 


à caufe dey=;=xx( voyez les Courbes tranfcendan- 
tes , n°. lo). 

Corollaire I. Donc prenant fur la tangente 
du cercle générateur la partie P T égale à l'or- 
donnnée^, l’on aura la lous-tangente de la cy- ' 
çloïde. ‘ 

Corollaire II. Puifque y = PT, le trian- 
gle M P T eft ifocelle , les angles en T & M , 
égaux entr’eux, & l’angle extérieur T P ^ égal aux 
deux intérieurs oppofés M & T, fera double de 
l’angle M; mais l’angle T P a pour mefure la 
moitié de l’arc PB^, & l’angle TP B a pour 
mefure la moitié de l’arc P B ; donc ce dernier 
angle eft la moitié de l’angle TP/s donc il eft 
égal à l’angle P MT & les lignes BP, TM font 
parallèles, à caufe des angles correfpondans égaux , 
c’eft-à-dire , que la tangente de la cycloïde eft 
parallèle à la corde correfpondante du cercle gé- 
nérateur. 

14. Dans les cyclôïdes allongées ou raccour- 
D X 

cies, l’on ^y -y ( Courbes tranfcendantes , 


(*) On peut regaréet l’équation dy==àx comme exprimant 
la nature delà cycloïde j parce que repréfente un arc de ccr- 
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D/f: 


dy 


D 


n°. lo ) ; donc dy = — - r .jdx 

Qj, 

r= = :r =a P T i donc dans ces cycloïdes 

Ton a P T égal à I abfcilïe courbe B P ( * ) c’eft-à- 
dire, que la fous-tangente eft quatrième propor- 
tionnelle aux lignes D , C , 

Dans les cycloïdes de tous les ordres, l’on a (court, 
tranf. n°. lo. ) = D* jc” , nC“ ' d^ = m D" 

mU*» “ » dj w U ■**••-* 

( en fubftituanc la valeur de C"^* ) 

E= ' î d’où l’on tire m : n : x : P T ^ — , 

m m 

Si n = lo & wz =r » , l’on a P T = y jf ; c’eft-l-dire , 
que dans ce cas la fous - tangente eft égale au quintuple 
de l’abfcifle courbe BP. Si la courbe BC eft telle quen 
fuppofant toujours l’arc BP=ix, PM=^, l’on ait 

a^jr = * -f- C X" , l’on aura y = d y 

^ . ( i ürh’ ? — ■ y X d X. Subftltuant la valeur 

t d X 

de dy dans ( car le réfultat eft le même que fi oa 

J d » 

fubftituoit la valeur de d x ) , il vient — — = 

dy 


n n* *« 

m D“ X 

n X 




= PT = ' 


■ -f- c ** 


»* + C * 

(en fubftituant la valeur de a" y) = — « 

en divifant tout par x‘*~‘, d’où l’on tire (m-f- 1 ). x -t- 


(*) Il faut regarder dans ce cas-ci la courbe ( C B D ) comma 
une cycloïde de l’efpéce dont il s'agit. 

Ça 
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TCffî:%-è-C::x:PT. Sim = 2., l’on a P T 
ï* -+- c * 

— JX-J-IC* 

Si la courbe B P R i étoit une elliplè , en fiippofant tou^ 
'jours l’arc BP = x, PM=3_^, les exprellions que nous 
venons <le trouver ( t ■? , 14 & 15) auroient encore lieu ; mais 
•alors on prendroic P T fur une tangente elliptique ; dans ce 
-cas les équations_>' =jc, C — D* x“, &c. répréfentc- 
roient des courbes qu’on peut üppeUer ejeloïdes elliptiques. 

1 6. Si on fuppofe que B n D foit une dcnii-cycloïde ordi- 
naire , ou allongée , ou raccourcie, ou d’un genre quelconque , 
& que la courbe B ^ foit telle qu’en faifant ^ l’abfcifle courbe 
B fi = .V , « N ==^ , l’on ait x , l’on aura / F = d_y , 
en fuppofaut N / parallèle à n r tangente au point n de 
de la courbe Bn, & les triangles femblables F N /, rnN 
donneront / F { dj'} :JN = n r ( dx ) ::fiN(^): nt 

fous - tangente cherchée Si on fuppole x =y, 

a caufe de dx =1 dy, l’on aura n t =y' — x. Si l’on fup- 
pofe que C“ : x” : : D' l’on aura D' x" = 

-f dx = ; — t 

D* m ù" 


Sc m X” ~ ' d X = 


w C ” r " 


‘‘J 


m 


n C" y 
m D* a” 


• ( en multipliant le numé- 


rateur & le dénominateur par x ) = — ” ^ — , en fubf- 

tiruant la valeur de C"^" ) = Si m = i , n = j , 

^ » 

l’on aura n t — — 

Si la courbcB n eft une parabole, ou une hyperbole d’un genre .«■ 
quelconque , ou encore une courbe quelconque dont on fâche 
mener les tangentes n r , il ell vilible par ce que nous venons 
de dire , qu’on pourra toujours trouver la fous-tangente n t de 
la courbe N B, pourvu qu’on ait une équation algébrique entre 
les abfcilTcs courbes B /t & les ordonnées reélilignes n N. 


17. Problème. Soit fuppofée A V N 
C fis- 7 ) parabole & une autre courbe a l AI dont 
- les ordonnées Al P font moyennes proportionnelles en- 
tre les abfciffes V K & Us ordonnées correjpohdanics P N ' 
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êi la parabole , on demande la fous-tangente V b de la 
courbe A M. Soit l’ordonnée de la parabole =y , 
l’ordonnée de la courbe A M={ , l’abfciffe AP=r , 
&L le paramétre de la p?.rabolc=/7. L’on auraNR 
= M/-=P p — dx, n R = dy , m r =^d:^. Sup- 
pofant que la ligne eft tangente de la courbe 
AM, les triangles rar M, MP^ donneront dt 

* ^ d X _ . 

ix w i: -J— z=V b-, mais par la nature de la. 

courbe ç :: » ou j: — f,ydx-\-xdy 

= d 1 = — — — - , fubftituant cette 

'-I , 

valeur Àedr dans l’on a P ^ ^ 

d { jrdx 


, . ' - ^dy ^ 

mais l’équation de la parabole y ordonne 

r=zpdxy dx-.=i — Subftituant cette valeur 

P 

de d X dans l’expreflion de P^, l’on aP ^ = 
— =: ( en 

ri\y.ydy-i-'>x4y) 

fubftituant la valeur de { { dans le numéra-’ 
teur, & celle de x dans le dénominateur ) 


4 


4a: 


Prenant donc A b — 


4?A 


l!on aura la fous-tangente cherchée T? b. 

Il eft aifé de comprendre comment il faudroit 
*-’y prendre fi la courbe AN étoit une hyperbole., 
ou une autre courbe algébrique quelconque. 

l8. Problème. O/î a deux courbes AN, Asf 
C ^ ^ troijlcnie courbe A M dont les or- 

données font fippoféiS -troifémes proportionnelles aux 
ordonnées delà première & de la fecon.h, on demande' 
de mener une tanoentc à la courbe A M. Soit 5 l’or • 
donnée delà première celle de la fécondé cour-' 
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be & { celle de la troifiéme courbe A M ; donc 
par la nature de la courbe AM, on ai ’-y ^ 
ou ^ = Soit la fous-tangente Px de la pre- 
mière courbe =r, celle de la courbe A.f=tf 
donc gn = d s , f U = dy , m R — d Les 
triangles femblables N P r , N n donnent N P : 

r d s ^ 

Pr :: «g : gN,ou s : r :: </i :gN = .Les 


triangles femblables f u s , ,sV a donnent y : t :i 
dY'.sit = — — «Mais «i=gJN; donc — — 

& dy = Les triangles m MR , MPT 

t s 


donnent R»»:RM=gN:: MP:PTou</{; 

: - ; P T 11 ne s’agit donc 

X *’ '■ sdj 

plus que de faire difparoître les différentielles 
ds , di & les inconnues { & i pour avoir la fous- 
tangente exprimée en quantités connues ; ce que 
l’on pourra toujours faire, en fuppofant que les 
courbes AN, A/ font des courbes algébriques 
quelconques. Suppofons par exemple que la pre- 
mière courbe AN eft une parabole & la (econde 
une hyperbole. De l’équation i { = , l on tire 

y y ^ T S d S 

7-»ou^î= 77 == 


t j‘ 


»— Z. L ( en fubftituant la valeur de dy prifé de 

X ‘ ' ■ 

ryds %yrds — ty^ d s 

Téquation dy ^ — ) = 


Subftituant cette valeur de if { dans 


t x‘ 
T\ds 


trouve P T : 


r£^ i 


s dt 


sdi 


on 


tsri' 


xTsyydi — tsyyds xryy — tyy 
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i== i == — — C en fubftituant 

z\s r —t ' » r — I 

la valeur si de ) } d’où l’on tire 2 r - — t : / 
r: Ï*T. Or r & r font cenfés connus; donc on 
connoîtra P T. 

Si la courbe AN étoit rentrante comme par 
exemple un cercle ( fig. p ) , la dilTérentielle de 
l’ordonnée P N correfpondante àu quart de cerclé 
AN feroit=o; car il eft vifible que les différen- 
ces des ordonnées vont en diminuant en s’appro- 
chant du point N , auquel point elles font cenfées 
nulles , & la tangente étant parallèle aux abfciffes 
AP, les ordonnées /> « , N P font cenfées éga- 
les, & leur différence eft cenfée = 0 . Donc alors 

^ i=o (*) , & l’équation </ ^ 
vient Maintenant ( fig. 8 ) les trian- 

gles /nMR, MPT donnent : RM =«5 = 

lÉL:: f:PT±= = JIL 

y ^ <^y "^yy 

iss — , en fubftituant la valeur de v* î 

X Z 

donc dans ce cas la fous-tangente PT ( fig. p ) eft 
la moitié de la fous-tangente P a de la parabole, 
c’eft-à-dire , que la fous-tangente P T aboutit au 
^oint A. 

19. Si l’oft fuppofe (fig. 10) que les ordonnées P mdt 
la courbe A m font moyennes proportionnelles entre les or- 


( * ) Celà paroîtta plus clair lorfque nous aurons parlé dei 
ataximu U viinimis. 

B 4 
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données de la courbe A N & celles de la courbe A r , oa 
trouvera encore la fous-tangente PT = • 


r * • I 

— ■. — ; mais alors 

id X. ^ 

on aj:?::^: =7^, s dj-i-j d sz= z ^ ,dl 

srly-^-yd! rt T' l’-z.^ds . . 

i mais nous venons de 


2 Z. 


PT = 


1 1 dj-i- ly dt 


ttouver ( 1 8 ) djf =s: — ~ — ; donc en lùblHttuant cette va- 
leur de dj' , l’on a P T =- 


^ r T.X, d i 


2 rz^ t 


i * r y d 


•sjdt 


'ry ^ it J 


zr Jtr zft U \ V 

= = ; d oïl I on urc r -4- r : i r : : t z 

iT y it y » 

P T; or r & 1 font cenfés connus ; donc il fera aifé de con- 
noître la fous-tangente de la courbe A M. 

Si la courbe As ( fig. 8 ) pirtoit d’un point différent 
de A , & ou’elle devînt B t ( fig. 1 1 ) , de maniéré qu*^on eût 
toujours PN:PM::PM:Pr,ouj : {::? ou ? ç 
= J r ; à caufe que P N augmentant , P s diminue la diffé- 
rentielle de P r feroit= — djf j donc P T z= 


i rz.t.d I 


deviendra = 


2 rx. 2 .ds 


2 rz.Z.^^ 


i f d y ^ sy d S 


r dj — 4 


fjds^^ 
2 rz.t. 


i sry d s 


( en fubf- 


tituant la valeur de c/y ) = = ( en 

s y t s r y 


fubftituant la valeur de { j ) = ~~~ > f — • r : i r ; î 
t : : P T. 

Si (fig. T’. “îc T 3 ) A N & B r étoient des lignes droites , la' 
courbe BM feroi: une fediinn conique. Car foit le rapport du co- 
lînusau fînus de l’angle r B P comme/: g celui du cofinus au 
lînus de l’angle N A P comme m: n ; foit de plus B A=i a , 
B P = ;c ; donc PA (fig. ii) = 2j — ue&PA (fig. 

= 1 U -I- Jf. Cela p?fé , le triangle P B r (on fuppofe ici 
les ordonnées perpendiculaires aux abfciffcs ) donne 


B P ; P r ou / : g 


jf : P r =y —~jr' ^ triangle rec- 


tangle NPA donne m n 


za^x:s = — X 

m 

( Z a + * ). figne — cft pour la fig. iz , dans laquelle 
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Tanglc B eft aigu , & le figue -t- pour la fig. 13, dans laquelle 
l’angle r B A eft obtus j donc ^ ^ =y j = -^ X (ia>r+ xa:) 

= — X ( i û 4I , en faifant le rapport it gn :fm 

égal à celui de Z* : a*. Or cette équation appanicnt 1 l’cl- 

liplè, en prenant le figne — éc à l’hyperbole en p'-enant le 
figne Si b = a, l’équation appartient au cercle ou ,â 
rhypKtrboIe équilatere. Si a = <» , c’eft-à-dire , fi Ii s points B 
& A font fiippofés infiniment éloignés , dans ce cas , le terme 

dilpatoilTant devant a x , l’on aura (en fuppofânt =. 

— — — p) J* = P a; , équation à la parabole. ' 


20. Problème. DJterminer la fous - tangente dans 
la logarithmique B M ( . Par b nature de cette 

courbe (voyez les courbes tranfeendantes n°. 
Lorfque les abfcifles AP, Ap, AQ, Aq font 
en proportion arithmétique , les ordonnées cor- ' 
refpondantes font en proportion géométrique ; 
puifque les abfcifles étant fuppofées en progrof- 
fion arithmétique , bs ordonnées font en pro- 
grefîîon géométrique ; de maniéré que les abf- 
ciflès font les logarithmes des ordonnées correl- 
pondanter. Donc fi l’on fait PM = y', l’on aura 
r m = P R-b »/ R =y -\~dy, & fuppofânt Q N 
= «, l’on a q n ■== U du donc parce que les 
abfcifles AP, Ap, AQ, Aq font fuppofées en. , 
proportion arithmétique , l’on a , en faifant A P= x, 
rp=dx = Qq-, l’on a , dis-je , y : y -i- dy 
U'. U d U-, on aura donc y : dy : : u: du, 

\ 

Mais la fous - tangente PT = 


.r 


jdx 

3 


d U 


& par la meme raifon la fous-tangente Q t eft 
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5 = ■ ^ - - , puifque Qq=z dx. Mais 

— ; donc Q / = — ^ = P T, c’eft-à-dire j 

que les fous-tangentes correfpondantes à différen- 
tes ordonnées font égales entr'elles; donc dans la 
logarithmique la foüs-tangente eft confiante. 

21. CoROL L AIRE. Si Ton fuppofe la fous- 

y d. X 

tangente de la logarithmique == a , l’oft aura — 
( c’eft l’équation différentielle de la logarih- 

• . dx ‘O' « • . r. àx 

nuque), ou = ; & en intégrant, S. — 

a J' a 

= S. ■ y ou ^ =S. i & parce que l’abf- 

ciffe A P a; eft le logarithme de l’ordonnée cor- 
refpondante prife dans la logarithmique dont la 
fous-tangente = a , l’on a le théorème fuivant. 

22. Théorème. /.'/«« gra/e s. ou l'intégrale 

tt une fraUion - dont U numérateur dy e(l la diffh 

rentitlle du dénominateur y , efl U logarithme x du 
dénominateur divifé par la fous-tangente a de la lo- 
garithmique , dans laquelle l'on prend le logarithme. 

Par les memes raifons fi { eft rabfcilfe ou le 
logarithme d’une ordonnée u dans une autre lo- 
garithmique dont la fous - tangente foit on au- 
ra y = S. & fi l’on fuppofe y = u, on 


^ du c d y 

aura-f =S. =S. — — 


& par confé- 


quent 


a I =.h X ; donc x i \ ai b» 


uigitized by Goos 



Calcul différentiel. 


27 


Ainfi en fuppofant que^ & « repréfentent le même 
nombre, on aura le théorème fuivant. 

23. Théorème. Les loganlhmes d'un même 
nombre pris dans deux logarithmiques différentes ^ font 
tntr eux comme les fous-tangentes de ces logarithmiques. 


Si dans l’équation 



( 22 ) , on fuppofe 


= I , on aura x—h.y ( L défigne lo logarithme) ; 


donc l’intégrale S. — d’une fraftion dont le nu- 

mérateur efl la différentielle du dénominateur, eft 
toujours égale au logarithme du dénominateur en 
prenant ce logarithme dans le logarithmique dont 
la fous-tangente eft l’unité ; ces fortes de logarith- 
mes font appellés hyperboliques 

Avant de pafler plus lêin, nous allons expofer 
les principes généraux de la différenciation & de 
l’intégration des quantités logarithmiques & expo- 
nentielles & de celles qui renferment des fîmis j 
cofinus , &c. La lettre L defignera le logarithme 
hyperbolique, 

, 24. Si l’on (uppofe \j,y=x, fa différentielle (era=s 

— ; puifque (25)-^, oux = S, — ,en fiûfant 

a= i: cef-à-dire que la différcntielU du logarithme 
%yperbolique d'un nombre y ejt égale à la différentielle 
de ce nombre divifée par le même nombre. 

Corollaire. Donc^/. L. — • </.L. (i+ar) 

X ’ 


d ( b ,^-x) 
b -^x 



dx 

b-{-x 


=. L. ( b-\- X ) ; 


* « 


( * ) On en verra U raifon dans la fuiic de cet Ouvrage , 
(feéf. Z , n®. 7 ). 
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dx , ^ ^ 

S. — - = L. X. de même i. L. ( a -4- jc ) = 

V 


X 

=s= dx X 


a •‘r X 

dx yi ly. {a-\‘X) :=zdx'A 


(a-i-x) \ Elevant (a-{-x)à la puiflfance = — I I 
par la formule du binôme de Newton ( voyez la 

première Partie de cet Ouvrage), l’on a dx x 
u:.{r 

(a”" -i~rr:a’”~'x -f- 


1 

X a~' ( I — xd~^-\rx^ Scc. ) s= d x y à~' X 

( I — ^ -J- — &c. ) , à caufe de to = — i* 

.an" 


-a’”-^x^-^8cc.)—dx 


ou 


dx 


X d: 


4 - 


a « . 

& S. = — — 

a -h X a 


' d X 

x^ 

77 ^ 


x^ d X 


4 “ &c. 


3 


—'A + 

4 


ÎlC, en prenant l’intégrale de chaque terme. Lorf- 
que x =o, cette ferle e|t = O, mais alors on 
doit avoir L. ; donc il faut ajouter E. iz a cette 
ferie', ainfi qu’on pourra le comprendre quand 
nous aurons parlé dans la fuite de cet Ouvrage 
de la confiante qu’on doit ajouter aux intégrales. 

d X 

Ea différentielle de l — x eft = TZT^ 

— dx. ( I •—* )“' = — dx — X dx — x^'dx &c, 
^ S. - == — X — .r* — .v 5 &c. de forte que le 

I X 

logarithme hyperbolique de la quantité l -x plus 
petite que l’ijnité eft négatif; par exemple en fup- 
pofantv:^ 7 le logarithme de i — x ou de j fera 
négatif; ainfi en fuppofant AB= i C fig. 14), le 

logarithme de fg<C i =5" 

sbitiffe négative , étant prife vers la gauche au lieu 




>ijgle 
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I - 

‘que les abfcifles AP, kp font pofitives; donc 

^ a— ~x ^ L- C a — x) 

dx 'dx radx 

= ; 1 ) = C en réduifant 

au même dénominateur ') = 2adxx(aa xx 

Elevant Æ<z — ;varàla puiflance — i parla formule 

ordinaire a x (i-f-— h — -J. _i_ 

1 û I i fli ^ 

&c. ) , en fubftituant a a pour a , — * pour ^ , i 

pour m , l’on a(aa — x x z=a~^ ( i_f_ 

6 ' 

H- -h -JJ- -h &c.) C’' *) ; donc 2 a dx -x. 

(a a — X x)~' = 2 a~^ d X X fl-H -h 

a ' 

X* - ï ad X „ dx ti y- 

r— H-&C0&S. = S. — S.-li- 

«“* aa — XX a-+-x a — ■* 

a — X a a s 

x*d X ,x AT» x^ xr 

— — h &c. ) =» 2 .( — H J — _j 

. a * a 3 tt* î a s 7 a? 

4-&C.) (B). Si l’on fuppofe = ^, on aura 

<* ■+■ X = b a — b X ^ X — f- b X = b et — <z , 'x 


(i— I ) 


: a./en faifant 


i T 

h -+- I 


=/ Subf- 


(*) Parce que { voyez le? logarithmes dans la première partie 
de cet Ouvrage ) le logarithme du quotient fe trouve en retran- 
chant celui du divifeur de celui du dividende. 

(**> En faifant attention que a* élevé à l’evpofantc i ç/f 

c= a“ *,en multipliant i par — i. 
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tituant cette valeur de x dans la formule B & ré* 

(duifant , il vient 2/-H — -f- — h 

ro 3 î 7 

/+- — - — ■ -h &c. C A ) logarithme hyperbolique 

. a-i-x I , 

•de = P ; & parce que f = eft une 

a — * ^ b~k-i 

fraâion plus petite que Tunité , en fuppolânt 
■que b eft un nombre entier pofitif, il eft évident 
que la ferie A fera toujours convergente. Or cette 
ïerie eft égale au double de la fomme des puif- 
iances impaires de/’, endivifant chaque terme par 
l’expofantde/'dans le même terme; donc on aura 
facilement le logarithme hyperbolique du nom- 
bre ht Si b — I o J on aura — ■»— • Dre- 

• b ■+■ I 1 1 

nant donc la valeur de la ferie A, en s’en tenant 
. a fîx décimales , 1 on a L, 10=2, ^02 y 8 j que nous 
ferons = N. 

Remarque. Quoique la valeur de x dépende 

de celle de a , néanmoins la valeur de L. C ) ne 

dépend point de /z , mais feulement de ^ , ce qui 
mérite d’être remarqué. 

Remarque 2. Le logarithme de 10 dans les 
tables eft = l ; donc ( 2 ^ ) U logarithme hyperbo- 
lique /D, ouN eft au logarithme tabulaire i du 
. meme nombre , comme la fous - tangente i de la 
logarithmique hyperbolique (*) eft la fous-tangente 
M de la logarithmique tabulaire C ; ou N : i ; : 


C’eft celle dont la fous-rtangeote i. 

(**) C eft celle fiir laquelle on peut concevoir qu'c 


truie les tables orciinaires. 
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1 



î 

X. 3 0 1 J S y 




^ peu près en réduilàot ~ en fradion décimale." 

Corollaire. Donc en fuppofant =s A le 
logarithme tabulaire du nombre B , on aura le lo- 
garithme hyperbolique du même nombre, en fai- 
îant (2 j ) M fous-tangente de la logarithmique dà 
tables eft à I fous - tangente de la logarithmique 
hyperbolique , comme A logarithme tabulaire de B 
eu à H logarithme hyperbolique de B, ou M : i :: 

A: H= = AN, parce que M =*= ,^‘; donc 

pj 

A= — — HM ; ctfi-à-dirt que le. logarithme hj(~ 

perbolique d'un nombre efl égal au logarithme tabulaire 
du même nombre rntiltiplié par N , <& /# logarithme 
tabulaire e[l égal ou logarithme hyperbolique multiplié 
par M. Nous appellerons modules les nombres N 
& M. Le premier fera le module des logarithmes 
hyperboliques, & le fécond celui des logarithmes 
tabulaires. On voit maintenant comment par le 
moyen du logarithme tabulaire d’un nombre on 
peut déterminer fon logarithme hyperbolique Sc 
réciproquement. 

- Remarque. En fuppofant s= e le nombre dont 
le logarithme hyperbolique œ: 1, Ton aura L.e ==i , 
= 7182818 (première partie courb.alg.47). 

C ^ d* L. a d» L* C a x ) " q 

a-k-x ■ ^ 


d. (a -h x) 


( à caufe de la confiante a dont la 


différentielle =; o) = 


-^dx 


; lÎ9ïïç-$.. 


X i 
T y, 

X 
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-àx _ I 


==L.-^-, & S. - ±±L.= i S. — rÜ 
c= /. . de même S. . = \ S» 

a-f-Af i.(a-f-x) ° 

— I T a -T fl ,, 

a-H;c ’ 7^7* 

= L. . L’on a auffi^/.L.Caa-f-j;^) 

a — a: a — x ^ ' 

t-xdx ^ ^ zmxdx 

■ TTT 3 “ T = fn \ j ,(_ aa -\~ x x ) ; 

aa-hx X , aa-hx^ ^ 

•*/. L, ( fl -i- )'" = (/. OT L. {a-\-x) (*) = — î— fL. 

a -(- AC 

& S. î=m. L. (fl-+-ar) = L. (fl -+-X )”i 

d. L, a -+- X = d.'Lj.Ç^ a -f- x = d. ^,Ij,(a ■+* x^ 

^ T X -4^-,&S. = îL. (fl-i-x) 

s= L. ( fl X ) » = L. ï/^a-f-.v. 

Corollaire . Donc on trouvera t intégrale tTune 
'différentielle ^ toutes les fois que cette diffé- 
rentielle fera décompofable en deux parties , telles que 
le dividende fera la différentielle du divifeur y & C in- 
tégrale fera alors le logarithme hyperbolique du divifeur» 
Mais fi cette différentielle fe trouve multipliée par unt 
confiante quelconque entière ou fraclionnaire , U fuf 
Jira de prendre Cintegrale comme s^il n’y avait aucun 


if) Car le logarithme d’une puifTance d’un nombre eft égal 
•U produit de l’expofant de la puifTance par le logarithme dp 
nombre ( voyezla première partie de cet Ouvrage ). 

multiplicateur f 
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3S. 


multiplicattur conjlant dt multiplier enfuite cette in-> 

* ■ > ^ d X 

tégralepar le multiplicateur confiant. Ain fi S. étant 

_ _ hdx - 

s=L.( Iera=^. x L.( i ■+••*■); & 

I -f-:« 

e\ ‘l te f \ ' dx I_ 

S. -T, T tera= — . S* = — L. (i-j-j;), en 

b ( i-f-x) 0 i^x b 

. d X 

prenant d’abord l’intégrale de , & multi- 

tipliant cette intégrale par è ,dans le premier cas,’ 

& par jdans le fécond cas. d.L.{a H-.t'") =a 
‘ b 

mx"~' dx 


mx- 'dx _ -, imx"‘~'dx 

,&s. 


H-+-X» 


a~^~ X' 


:b. S. 


> T ^ n* . T m X“~'dx. mdx 

).l on a aufli d,L. x'"= m. = —, 

X"* X 

mdx dx _ _ 

&S, z=/72.S. =/n. L. x = L,x'"i d.L.xy 

X X 

c=iL. — »&S. C -il 

XJ' X 

d^ 

H- ) =L. jf-l-L. y = L,x Y. On peut au(H 

, , 

différencier des puifTances des logarithmes ou 
même les logarithmes des logarithmes. Pour diffé- 
rencier (L.x)'", je fuppofe (L. X )'" = y”, en 
faifant L. x =y , pour avoir d:[ = my"'~' dy ; oc 

y = L.x; donc dy = ; c’eft pourquoi en fubfti-; 

tuant la valeur de j & de dy, l’on a ç ==/t 2 (L. .r) ‘ XI 


(*) Car par la première partie de ce: Ouvrage le logarithme 
(du produit des deux nombres eft égal à la fomme des logarithmef 
de CCS nombres. 

Tome 111, C 
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Ji— , & S. /72 ( L. \ s= ( L. X Si 

X X 

l’on a { Æ-". ( L. x , on pourra différencier en ‘ 

confidérant d’abord le fadeur x” comme varia-, 
ble, & l’autre fadeur comme conftant ; pour con- 
lidérer enfuite le fécond fadeur comme variable, 
& le premier comme conftant, & l’on aura 

nx"-' CL.y)'" -h /WA"(L.jr — =nx’‘~' x 

X 

(L.x)'" d x-^m x”~' (L.x dx — x''~‘ dxx 
( L.x)'”~' x(nlj.x-^m),ScS. dx(L.x)'”~' 
X (n \^.x~\-m)'j =a;”. (La:)'". S oit^=L.(L.A^), 
L. ( L. a: ) marque le logarithme du logarithme de x, 

je fais L. a;=j', & j’ai{ = L.^,</{ = ; or 

^ » 

dy — ; donc </?=== — — & S — - — 

■X X L.X. xL,x 

SS: L. L. AT 3= L. ( L. x). 

d X 

2y. Puifque d. L. x=: ^ on nxd.L.x=r dx ,, 

d’où l’on déduit ce théorème. La différentielU d x 
d'une quantité quelconque x efl égale au produit de 
celte quantité par la dij^rentielle de fon logarithme. 
Corollaire. Donc la différentielle de^"" fera 
ày 

y" (f.L.y" my"'~ ^ dy \ ce qu’on 

fait d’ailleurs. 

- La différentielle de la quantité exponentielle a" f) 


(‘) Les quantités exponcmielUs font çêlles qui ont des «po- 

fans variables , comme xr qui a un expofant variable jy , a* 
qui a im expofant variable x qui lui - même a un expofant va- 
riable 
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fera = a* d. L. d* = a" dx ^ > pulfque le 
logarithme de d^ eft = L. = 2L1. a , Ion aura 
aulfi L. a* = xL.a-, parce que d.L.a = cf. 

a’ L. a. ti X 

Donc S. a’’ L. a. d X = — r ! = a ; on a 


L. a. dx 


aufli S. a . L. a. dx — • 


i a’L.. a d x 


=iba*. 


L. a. dx 

La différentielle de x^ fera = x->'d.L.x^; or 

d X 

L. x^=yL.x, 6 c d(yL.x) = dj^L.x-hj' — i 
donc d.(x^)=x^(d:yL.x-hy‘'-^). L’on a donc 




S. hx^ fdyh.X’ 




Ixf [djy'L.x-^-jr-) 


d^ L . X -i-j' X ' dx 
= bx^’, de-lâ nous tirons le théorème fuivant. 

25 . Théorème. La différtnndle d'um quantité 
exponentielle fc trouve en. multipliant cette quantiti 
parla diferentielle de fon logarithme; & timèoritle 
d'une quantité qu'on pourra décompofer en deux fac- 
teurs dont Cun foit la différentielle du logarithme de 
l'autre , que cet autre facteur fait multiplié ou nonparune 
confiante ,fc trouvera en divifant la différentielle propo- 
fée par la différentielle du logarithme de ce fécond facteur. 1 

Ainli je vois que la différentielle de e* efl: 
^ e" d.h,e’‘ = e’‘ d. ( x L. c ) = é^ d x h. e 
= e^.dx, e étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique eft = i ; c’eft - à -dire, que l’ex- 
ponentielle particulière e* a pour différentielle 
le produit de cette exponentielle même par la 
différentielle de- fon expofant ; donc S. d x. e* 

‘ = e*; S.dx.e^” = S. — — . 


d X. 

a d xe“* 


fax 


aadxL. e 


iL.i 


en 


fuppOî 


‘Ci 


# >; 
f 1 


■ . ^ ■ 
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faut = ê le norujjre dont le logarithme hyperbo- 
Ucjue eft I. Dans ce dernier cas, on a introduit 
Je multiplicateur & le divifcur a , parce que la 

difterentielle de a a: eft a Jx. La diffe'rentielle de 


cft=A-''' </. L. 


X ^d. h,x).Ox d,{y^h.x) 

-+-L.ry {diUy-^ 


X 


y 


don» 


ry^.yK-^ 4-^ L. A-. L.y^ -h ! — ) î 

X ^ 

gc s. — 4-i{.L.ar.L.y-j-^ — 


Remarque. Si l’on avoir l’équation a:’'= a , on 
trouveroit L.x’' ou a- L, x=Lfa. Et réciproquement,, 
on pourrait repaflér de cette équation logarithmique 
à l’équation exponentielle x“ = a. Cette derniere 
cfpéfaiion s’appelle repayer des loganthmts aux nom- 
bres. Si on a l’équation L.y = x=x L, e, e étant 
Je nombre dont le logarithme hyperbolique = i, 
on auray'=e’', qui eft l’équation d’une logarithmique, 

dans laquelle — z=:d x, & Tu.y = L. e = x. 

y 

orj. Pour différencier une quantité telle que 
jin. x ou finus de l’arc xr, il faut concevoir que 
cet arc devient x-+- dx , & alors fin. (x -\-d x) 
I — fin.xefï la différentielle de fin. x. Or, félon 
ce que nous avons dit(Gcom. i^6) fin,Çx~\-dx') 
= fin. X. cof.dx-\- fin. d x. cof. x , en fuppofant 
le rayon = i. Mais le finus d’un arc infiniment 
petit éfic eft cenfé égal à cet arc, & Ton cofinus eft 
cenfé égal au rayon que je fuppofe = i ; donc 
Jifi^ d xr?=.d X, Si eof. d X == l i donc ( x -4~ dx) 
r-r-fin. x = dx X cof.x-^ c’cft- à-difc , la d'ijjl- 
fftifhlh du fin^s £un an fie ou d'un arc efi égale à 4l 
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S.ffirmtidlt de Variait ou de Parc par le cojînus de cet 
angle ou de cet arc : nous fuppofons que le rayon de Pare 
- qui mefure cet angle eft= 1. 

La différentielle de cof. x e{k= cof. { x-\^d x') 
•— cof. X. Or félon ce qu’on a ïlit dans la Géométrie 
cof. ( X d x) = cof. X cof dx — fin.x. fin. dx =a 

cof. X — fin. xdx,z caufe de cof. d x=l, & de ^n. dx 
^dx’, donc d cof. a;=;»— dx fin. x ; c’eft-a-dire, 
que la différentielle du cofinus d’un arc dont le rayon 
e= i efl égale au produit de la diferentielle de cet arc 
j ( contraire) par le finus de ce même arc^ 

Corollaire. Donc S. dx. cof. x= fin. x ; 
S. — dx.fin. x—cof. xid.(cof. yx) =^ydxK 
fin. y XjScS. — y dx.fin. y x=:cof. y a:, parce que 
la différentielle de l’arc x étant dx ^ celle de Tare 
y X fera y dx \ de même ( m étant un nombre 
confiant ) d. { cof. mx) ■=. — m d x fin. m x , 

S. — mdx fin. mx = cof. m x , Sc par conféquent 
•+• S. OT W2 JC = S. — I X — mdx fin. mx 

= — I X S. — m dx fin. m X ■=■ — i. cof.mx 
— — cof. m xyd.{ fin .mx) =. m d x cof. m x,Sc 
S. mdx. cof. mx = fin. m x\ S. — m d x cof. m x 
s= — fin. mo^^y S.amdx cof. mx = a fin. m x. 

Pour différencier le produit fin. x. cof, je 
fuppofe firt^x=zy & cof. r- ; donc dy = d x, 

cof. X , & d t = — d [fin. [. Or d (y t) = t dy 
<^ydt ; donc en fubftituant les valeurs de^, dy, 
t , d t, l’on a </, ( fin. x cof. [)-=.d x cof. x. cof. [ 
^ d[. fin. [.fin. JC, & S. C X cof. X. cof. — . 
d [ fin. X .fin. { ) = fin. X. cof. ç. 

Pour avoir la différence de C fitt. x ) /” , je fais 
fin. x=y, & ]’aidy=dx. cof.x\ {fin.x)"'— y^ , 
d{fin.x)"'=,d. {y"‘)—my"'~^dy=m{fin.x)"'~' x 
d X, cof. X', donc S, a m dx cof, x {fin. x)"'~' s=a 

' ' Cj 
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a {(in.xy”\ S.ix cof. x.fin. x”~‘ = — [ÉLJ1ÏL-* 

Pour avoir la différentielle de ( cof. >*■)'", je fais 
Çcof, xf=y^ , cof x=y, donc dy= — dx fin.Xf 
£c d. (cof.x)"'= '' d y ■= — m d X fin.x X 

( cof jc)""' ; donc S. — tndxfin,x(^ cofx)"'~* 

^ C cof X )". 

Puifque ( voyez la Géométrie ) le cofinus eft 
àu finus d’un arc, comme le rayon i eft à la tan- 
gente de cet arc , l’on aura la tangente t d’un arc x, 

ou t. X — — . Suppofant Jin. x =y, cof. x = ^, 

• cof. X ^ 

cof. X cof. xdx-i-fm. X. f:n. x.dx ( cof. x^-ffin. x^)dx 


( cof. xf 


(cofxf 


t= J— J — — (*) ; donc la différentielle de t, x ou la dif- 
férentielle de la tangente d'un arc dont le rayon = I , 
tjl égale à la différentielle de cet arc divifée par le 

d X 

quarré du cofinus du même arc : donc S, — - — - =s 
? ( cof. xf 

tang.x, 8c d.(t.x) = y , ou (_ ce fxf.dÇ^t.xy 

s=dx, 81C S. (cof. xf. d (tx) = S. 4lfc~x. 

Si on vouloir avoir la différentielle de la co- 
tangente d’un arc a:, on feroit attention que cot. x 

s= — (**) ; donc d ( cot. x)x=xd( — )= 
fin. X Jin.x 


(*] Car ( fig. If ) il eft vîfible qu’àcaufc du triangle reftangte 
J P C , le quarré du rayon C i = 1 eft égal à la fonime des quar- 
rés du cofmus C P & du finus Pi, donc cette fomine eft= I» 

(**) Car (Géom. 134) cot s= 
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d ( — ),en faifant cof. x = icjîn.x 

y 

y dx — "{iy — dx{fin.xY — dx[cof.x)* 


y^ ( 

— dx xÇiJin Jc)*-4- (cof.xy) 

(fin. xY 


-dx 


(à 


(fin. xY 

, W / 

caufe (Jîn.icy = ij donc la différent 

tidle dt la cocangente <F un arc x ejl égale à la dij^~ 
rentidle de cet arc , prife avec un Jîgne contraire , 6* 
divlfèe par le quarré du finus du même arc j donc 

S. — S. 4- —^=—cot.xi 

(fm.xY 0-^)‘ 

_ b d X _ d X , 

S. — — = b. S. — -pm ^ — b. col, X, 

{Un. X ‘ {Jin. X Y 


Pour avoir les différentielles de la fecante & de 
la coféeante de l’arc :*• , je fais attention ( fig. i y ) 
que les triangles fêmblables Cag, C p b donnent 
( en faifant l’arc a r = x , &c\q rayon = i ) 
.CP: C b : iCa : Cg, ou cof, xx I : : l : fcc, x 


s= — . Les triangles Cms, Cn b, donnent 

cof. X 

c n = b P = Jîu. X i C m C b : Ci, ou 

fin. X : I : : I : cefec. x = — * Suppofant 

Jin. X 

cof.x s= l ,d y cof. X — y dx fin. x = O ( a caufe 

de I quantité confiante); donc dy cof. x =s 
I dx fin. X 

y dxfm. X = x dxfin.x & ‘'j' = 

.Donc la différentielle de la fécante d'un arc x efl 
égale à la différentielle de cet arc multipliée par 1$ 
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Jînus & div'tféc par le quarré du cojînus du même 
„ b d xfi'i. X , . 

arc ; donc o. — ■ — - — — — b Jec. x. Mais tang. x 


fin. X 
cof. X 


( cof. X )* 


& 


= fec. X-, donc 


fin. 


cof. X ■' ' (cof. xY 

tang. X. fec. x , Sc d. ( fec. x)= dx. tang. x X 

fec. X , o\x d y ■=. d X. tang. x.y (en faitànty^c. x 

, ày dv 

i=y), ou dx = : = — — ■ ■- (*')> 

y tang. X y y/ y y— y, 

Sc s. b. d X tang. x. fec. x = b. fec. x. 

Puifque , comme nous venons de le voir, cofèc.x = 

— — , on aura d. ( i r en faifant coféc. x 

• fin.x fn.x ^ 

ï=: 7 = — ; ce qui donne r. fn.x = i .dr'X. 

^ fin. X ^ 

fn. X -\-[dx. cof. X = 0 , d [Jîn. x-= — [dx X 
^[àxcof X —d. X. cof.x . . 

coj.x, d[— «= — — — en lubl- 

/ fn.X' {p‘.xf 

tituant la valeur de r. 

Donc la différentielle de la cofécante d’un arc x 
ejl égale au produit de la différentielle de cet arc ( prife 
avec un figue contraire ) multipliée par le cofinus & 
dhife par le quarré du finus du même arc. 

Corollaire. Donc S. — — — — — = b coféc. x. 

(jin. xf 

Le finus verfe P a de l’arc a b étant égal à C a 
— C P = I — cof X y la différentielle de ' 
fin. \/ A'(’l') fera = -f- dx fin. x, &S. dx fin, x 

s= fin. \J X, 

il n’efl pas difficile de voir comment on trouve- 


(*) Car le cjiiarrtf de la tangente eft dgal au quarrd de la fô-, 
cante moins celui du rayon. 

evpreinon V x dcfigne le linus verfe de l’arc x% 


Digilized by Google 



Calcul différentiel. 


41 


Toit les deuxiemes , troifiémes , &c. différences des 
lignes dont nous venons de parler. Par exemple, 
la première différence de Jîn. \J x étant = d x 
■fin.x ,\z. fécondé différence fera d dx fin. x-\-dx 
y. d X cof, X d d X fin, x { d x cof. x, 

& S.(^ddx fin, X dx'- cof. x)-=-dx fin. x. 

Remarque. Comme on peut exprimer le finus 

de JC par l — {cof.x)'-,S>ccof.x^^r'\/’ i — (fin.xf. 

En fuppofant le rayon = i , il eft vifîble qu’en 
introduifant ces valeurs de fin. & de cof x 
dans les formules a-deffus, on aura des formules 
différentes. ^ 


Pour intégrer d x fn. m x. cof. n x , on changeroit -, (ê- 
Ion ce qui 4 été dit (Géom. 170) cette expreffion encelJe- 

f'^- (fnx-hnx)-t- fin. [mx — nx)'^ 

r (m + n' d X jÎH.f X , ( m — n ''d x fîx. (m — n).jr 


cof(m-i-n'‘x , coT. ( m — ji 1* 


qui a pour intégrale — -î. 

comme on peut le vérifier en dilïcrenciant. Pour intégrer 
dx fin. mx. cof. n x.fin. p. x, on conveniroit fin. mx.cof. n x. 
fn. P X en fnus de la fomme & de la différence dépares m x, 
nx,px. %ppofons que fn. mx.cof. n x=fn.f x , nous 
aurons à intégrer dx.fn. fx.fn.px.Oi , félon ce qu’on a dit 

(Géom. 1 70 )fn.fx.fn. p ;c = 

= -fEy X X cof if 

-f- P ). a: ; ainfi l’on aura d x. fn. f x. fn. p x =i \ d x 
( /— f— f t » 

f—f 


î X JXT-X cofif-\-?)x. 


; (*j L’on a dit ( voyez Géométrie 170)1 que fn. a cof. b, 

5= —• f ^ ^ • d’où l’on déduit facilement 

l’équation P , en fàifant a^m X, bssn x. 
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dont rintdgrale eft i. 


I fi’' f f — f) * 

* 7=7 


fîn. r/ -f- X 


Sifx=p= I ,1’on a dxjin, f x.'fin.p x=i d x. 


f 

CO*. O * 


î X ctC. Z 


z=z. d X Xf — dx 


1 cof. Z X 


que k cofînus d’un arc = o eft égal au rayon = i ; donc 

. X zdx cof, I X 

S. d X fin.fx. fin. p x , devient = — S. 

^ 4 

X Jîn. ( 1 x) X Jîn . X. cef. x 

— 2 — = “• , ce qu’il eft 

aile de vérifier. 

Sil’ on avoir à intégrer AT (_//n. x)> z= d xfin. x.{ fn.xf, 
on réduiroic (Jin. x = fin. x fin. x en I cof. ( x — -x ) 

\ r / . ^ 1 in X. 1 ) , d X fin, X 

' — r C'y. = Y — y CO/. 1 , & I on auroit 

f fin. x cof. i. X à intégrer ; mais 4- S. dx fn. x 
= — ÿ cof. X. A l’égard de dx { fn. x cof. i x , on ré- 
duira fin. X. cof 1 X , comme on l’a fait pour fin. m x. cof. nx, 
Sc l’intégration fera facile. 

Fn général , m Sc r étant des nombies entiers pofitift , 
on réduira toutes les formules de cette forme d x. (Jm. x)“ , 
ou de celle - ci d x. f fn. a x ) ( cof. i x ) ”. ( fn. p x)’ 

en finus ou cofînus ne la fomme ou de la différence des 
arcs J X, b X ,p X. 11 fulïit pour cela d’être au fait de ce 
que nous avons dit fur les (ïnus & cofînus dans notre Géo- 
métrie , & d’avoir bien compris ce que nous venons de dire 
fur cette înatiere. 

d r 

s. ^ -■ = Li-fn. X ; puifque le dividende de cette fraiftion 
eft la différentielle du divifeur , ce qui caraélérife ( 14 ) la différen- 
tielle d’un logarithme. De même S. — J” ^ ^ ’ 

d X 

s. : ; =L. tan£. X , en faifant attention que la 

( Ci>J. X )' uxg. X. * ’ ^ 

différentielle r- — r- de la tangente, eft divifée pat 


différentielle r r- de la tangente, eft divifée pat 

(ccf. xf ° 

cette même tangente : de même S. — = == 

° ’ [ fin. X j * CCI. X 

L. cot. X. La différentielle de fec. x étant , ainfi qu’on l’a dit 

. . d X fia, X ,, — ^ f'”' * — 

ci-ddlus, -- — - — — , Ion aura à. - — 

{^ccfi.xf’ {tcj. xf.fu.» 
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1.. fec. X , & parce que J. ( coféc. x ) = 

— i * eof. X 


— dx tnC X I 


, l’oa 


a S. 


i fin. * J* 

= L. coféc. X. Revenons maintenant 


C fin. * ]* eo/ie. x 

aux fous-tangentes des courbes. ' 

28. Problème. Trouver la fous -tangente de la 
courbe CM B (fig. 16) dont Téquation eft C courbes 


b X 


y X 

méchaniques n". y ) -^ = <z Jîn. — , ou y 

a fin. X , en faifant c = i Cf Soit ç l’arc dont le Gnus 
e{k. x,b [ fera= b. a fin.x, b d^ = d(_b.a.Jîn.xf 
Pour avoir la différentielle d’un arc dont le Gnus r L 
eft = jf ( Gg. ly) , ayant tiré ri perpendiculaire 
fur P b, le triangle reâangle b r i { on conGdere 
l’arc inGniment petit rb comme Une ligne droite} 
fera femblable au triangle C ^ P , parce que ces 
triangles ont leurs côtés perpendiculaires, ce qui 
les rend femblables ; donc /-î =d y {en faifant l’arc 
ar=y): b i = dx (on fait rl — x ) ::C b ^ n 

C P = cof. y ; donc dy= ; c'efl - a - dire , 

co/.^ 

que ta defferentielle (tun arc ejl égale à celle de fon 
Jînus y divijee par le cojînus du même arc ,• donc 

d. ( b, a.fin, x) = dy— , — r donc d x 

V ( * — ^ 

=.Jy. 

0 djr b 


{*) C’eft-à-dire que dans cerne courbe les ordonnées font 
^ales au produit de b par l’arc E F correfpondant donc le 
nnus , eft = X = C P , & l’ordonnée P M =^, le rayon 
C A du cercle étant =■ c = i j a délîgne l’arc donc le 
£nus eft X. 

(**) x étant le llniis coCaus. 
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ï= a (in, x.\^ ( 1 — X x) d’ou Ton tire ( pour 
lafig. i6.)CA = I : FE:: PE: PT. 

2p PkoblÊme. Trouver la fous-tangente de la 
fo//ri'^CDN, dont l'équation ejl y =a;*, ou L.jr 
= -t. L. X (fg. ly ). De l’équation h, y = xL,. x , 
ou I X L. y=:xL.. :!c J l’on tire i : L. :: jc : L.y, 
Pour décrire cette courbe , ayant décrit une loga*. 
rithmique B L , on prendra une ordonnée B A ( fur 
cette logarithmique ) qu’on fuppofera = i (*) , en 
faiuint P M=at ; alors A P fera = L. x* , & prenant la 
ligne A B pour axe , fi l’on fait A Q = P M, & qu’on 
tire Q K parallèle à B P jufqu’à la rencontre de l’axe 
A P de la logarithmiqueB L, on aura AR =xrL.x-; 
car les triangles femblables A B P , A Q R don- 
nent AB; AP::AQ*=PM:AR, oui; 
J->.x : : X : A R = x. h. x = h. y. Menant donc 
Q N parallèle & égale à A R , le point N appartien- 
dra à la courbe cherchée; on s’y prendra de meme 
pour trouver d’autres points de cette courbe. Si 
on fuppofe X — O, ce qui arrive au point C , alors 
L. = O , & O étan t le logarithmique de i = A B , 
on aura A C = i = A B ; donc la courbe pafle 
par le point C. Si x = i , L. a: = 0 ,L.y =0 & 
y = 1 donc l’appliquée B D au point B eft = i. 

Revenons à notre problème. De l’équation L.y 

T tî • f T ^ * 

ï= X Li. X, 1 on tire — û x. L. x JC. i 

ou dy—y 'L.x.dx -\-ydx. Subftituant cette va- 
leur àedy dans la formule*^— , l’on a la fous-tan- 

'gente = - — = — c’eft-à-dire, 

L. xH-i L. x-f-i 

{ *) C’eft-à-éire d’un pied , (î l’on veut , d’un pouce , &c. 
(**) Cette fous-tangente doit être prife , non fiirraxc^Ç 
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^ue la fous- tangente efl: troifiéme proportionnelle 
à AP-h AB & AB. 

30. Problème. Trouver la fous-tangente des fpi- 
^ales de tous les genres^ dont V équation ( courb. tranfc. <J) 
èjl c” y” := r" x".fuppofons que An (^fig. iS ) puijfe 
repréfenter ces fortes de combes ; ayant tiré les rayons 
infiniment proches CB, Cp, 8c décrit du point G 
comme centre , Tare infiniment petit n m avec 1 & 
rayon C« de la fpirale , & ayant de plus mené la 
tangente N T , la ligne CT perpendiculaire à BG 
fera la fous -tangente cherchée. 

En fiîifant l’açc Ap = x, le rayon C de la 
foirale =zy ^p B = x, N/« = dy , les feéèeurs 
(emblables B C p , mC n , donnent Cp —r-.C-n 

y d X 

\ \ pn {dx) \ nm'=^ • Cela pofé,' 

Tare n m étant cenfé égal à une ligne droite in- 
finiment petite perpendiculaire fur N C =y , les 
triangles redangîes N CT, N nm font cenfés fem- 

. blables, & donnent N m (,dy) : n m ( ^ 

N C (j) :CT= ; mais l’équation c" x 

T d_y 

y!" = x" donne m c" y"'~' dy=n r ” :c"~' x 

, m dy « , „ . 

dx ,dx = • Subltituant cette valeur 

« n r” x"~' 

àc dx dans l’expreffion de C T , l’on a C T =s 

m c "^ m c’y X . . 

■ — = ( en multipliant le nu- 

nr^.rx" nr" x* r ‘ 


de la logarithmique , mais fur l’axe P B ( des ac ) de la courbe 
propofée ; de forte que la tangente au poiu: D eft = D / 8e 
nos pas = DT. 
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• T ^ X ^ Y X 

mérateur & le dénominateur par a:)= . 

• n r” X “ 

(en fubftltuant la valeur de c" y'") = — — — ^ 

n r 

Si W2 = n = I , comme dans la fpirale d’Archi- 
mèdes , dans laquelle l’on a cy=.rx, la fous- 

tangente fera , d’où l’on tire rix ii y: 

CT. S\y = r, ce qui arrive au point A , alors 
X eft égal à la circonférence c du cercle géné- 
rateur, & CT =;c = c;donc on auroit géo- 
métriquement une ligne droite égale à la circon- 
férence du cercle, & par conféquent fa quadrature, 
lî on pouvoir mener géométriquement une tan- 
gente au point A de la fpirale d’Arcliimède. Si m 

s= y, & « = 5 , l’on a C T = , d’oùl’on 

î r 

tire ^r-.^x-.iy: CT; prenant donc une ligne 
quatrième proportionnelle au triple du rayon, au 
quintuple de l’abfciflè circulaire jc & au rayon 
correfpondant de la fpirale, ou aura la longueur de 
la fous-tangente. 

Si dans l’équation c"y" = r":t% on fuppofen = 

— l&/K = i,on aura~= — , o\x y x — c r, 

ex-' 

Subftltuant ces valeurs de /?? , n & y a: dans - 

n r 

l’on a CT = — c ; c’eft-à-dire , que dans cette 
fpirale la fous-tangente eft confiante & égale à la 
circonférence du cercle générateur , ou à l’arc c , 
fi c ne défîgne qu’une partie de cette circonfé- 
rence. Le fîgne — ne changeant rien à la grandeur 
de la fous - tangente — c , on pourra faire quel- 
quefois dans la fuite cette fpus-tangente = c, 

Four trouver la fous - tangente de la fpirale logà’i 
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rithmique , je remarque que dans cette fpirale , l’an- 
gle AC B ou l’arc A B = A-, étant le logarithme 
du rayon correfpondant CN, l’on a (voyez les 


courbes tranlcendantes n", j)'x=n 
en faifant c = ij donc dx =n. 






d X 


ny 


T dy 


jL 
jy 

d’où l’on tire r 


, & C T 


n 


y' 


CT. Si/2 = I = r, c T fera =y. Donc pour une 
autre ordonnée { , l’on aura la fous - tangente 

5 = ——J donc ces deux fous -tangentes feront 

èntr’elles , comme les rayons^ & {, & les deux 
triangles reûangles formés par les tangentes, fouS' 
tangentes & rayons correfpondans , ayant les 
côtés qui comprennent l’angle droit ( favoir les 
fous - tangentes & les rayons ) proportionnels fe- 
ront femblables , & par conféquent les angles que 
forment les rayons avec les tangentes ( ou, ce quî 
revient au même , avec la courbe ) font égaux 
entr’eux ; ce qui s’accorde avec ce qu’on a dit dans 
la première Partie , courbes tranfcendantes (7). 
Remarque. On trouvera toujours la valeur de 

la lous-tangente — — ^ pour toutes les courbés, 

telles que les ordonnées partent d’un point fixe, 
pourvu qu’on puilTe avoir une équation entre ces 
ordonnées y , Ôc les arcs de 'cercle décrits d’un 
rayon = r ( qu’on pourra, fi l’on veut, faire = i), 
qui mefurent les angles que les ordonnées font avec 
une ligne donnée, ou avec l’ordonnée qui palTe 
par le point d’où l’on commence à compter les 
âbfciiTes circulaires, 
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_* 31. Problème. BM( fig. ic^ ) étant fuppofée 
une courbe dont on puiffe connoitrt la fous tangente , 
C Q pour un point quelconque M , trouver la fous~ 
tangente CT de la courbe ^ N , </z fuppofant quon 
connoît la relation entre les ordonnées MC = { , 6 " 
les ordonnées C N =j'. Du point C avec les rayons 
^ & y' , décrivez les arcs infiniment petits Ma, Nj, 
tirez les autres lignes qu’on voit dans la figure , & 
faites C Q = /ra , quantité qui eft cenfée connue, 
les triangles C Q M , otM r ayant les angles C & r 
droits, & les angles M & w égaux font fem- 
blables. Donc C M : C Q : : mr : Mr, ou ^ : m :: 

mais les fefteurs fembla- 


m d\ 


: M r = 

blés CMr, CN 5 donnent CM: CN :: M 

■VT tn y di 

N 5 ; ou ^ : : : N i = 


Maintenant lés triangles femblables Nn 5, NC T,' 
donnent ns :Ns:: NC: CT, ou dy : ^ ^ - 


CT== 


Ns 

myyràT; 


II 


Si on fuppofe que l’on ait toujours MN= mn 
s=b, alors y = ^ -+• b ; donc dy = d[ & CT 


_ C , qu’on conftruira ainfi ; par les 

? ? 

points M & Q , ayant tiré la tangente M Q, on lui 
mènera par le point N la parallèle N g; tirant en- 
fuite gM, on mènera N T parallèle à gM , & la 


{*) Car ces angles différent infininicnt peu,â caufe des 
points M & m infiniment proches. 

(**.) Car alors = i. 




ligne 
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li^eCT fera la fous-tangente cherchée; caries 
triangles femblables C M ^ , C N » donnent C M 

(ç): (m) :: CN (j/) : C^= —-^^Les trian- 

gles femblables, C M^, CNT Jonnent C M; 

'C^::CN:CT, ou -^::^:CT = ^ 

Si la ligne MB eft droite & qu’on fafle tou- 
jours MN = a h ■= b J Ton aura la conchoïde de 
Nicomède ( voyez les courbes algébriques n“. 5p), 
Si l’on fuppofe que l’équation de la courbe 
foit 7“ = en faifantM — n = r, 

l’on aura M ^ dy := n a' 7”-' dz, dz — 

cette valeur à& dans 
Pon a C T = ~ 

ff‘0' nia’i- nia'i’ 

M my 

*== • Si M = J & « ==2 , l’on aura C T 

— » d’où l’on tire 2 ^ ; ^m::y: CT; 

c’eft-à-dire , que la fous-tangente eft alors quatriè- 
me proportionnelle au double de l’ordonnée C M , 
au quintuple de la fous - tangente Ctf , & à l’or- 
donnée C N. 

Application du calcul différentiel aux tangentes , fous- 
normales & normales , à la méthode de déterminer 
courbe avec une ligne parallèle aux 
nbfcijjes nu aux ordonnées , ù aux afymptotts 
des courbes. 

52. Etant donnée la fous-tangente PT (fig. i) • 
par le point T extrémité de la fous - tangente & 
Tome 111. « 
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le point m extrémité de l’ordonnée correlpondante, 
on mènera la ligne /n T , qui fera évidemment la 
tangente cherchée ; car la pofition d’une ligne 
droite ne dépend que de deux points; il fuffit donc 
de déterminer la fous - tangente par la méthode 
précédente , ou par une autre méthode. Néan- 
moins pour déterminer la tangente par le calcul 
différentiel , je remarque que les triangles /r/ n R , 
OT PT étant femblables , l'on a R /2 : w « : : ot P : 
m T ; mais Rn=<^y, &(/7j/2)^=C/72R)'-f- 
(■ /I R )^ = ( dx )'-+-( dy y- ( * ) ; donc m n ■=. 
{dx^-\~dy'’') \ donc dy.X^ (^d x^'-^-dy^) :: y: 

TW T = y'' {d -\r dy^) , tangente cherchée 

que nous ferons = t. Si l’on fubftitue dans cette 
formule la valeur de dx^ , tirée de l’équation 
de la courbe, l’on aura la valeur de la tangente 
cherchée. 

Dans la parabole dont l’équation eft^*=/» x,l’on 
. P , P • 

y‘ y'‘ d 

donc 1 on aura r*=-= =y*-f • 

dy ^ dy 

Subftituant maintenant la valeur de d ^ que 
nous venons de trouver , il vient t^=y'--\ — 


= px-i 




rsxp X -I-4 :c X , en fubllituant 


la valeur àey^; donc / = K' px-\-^^xx. 

Il fera cependant plus commode , ayant la va- 


(*’) OnfùppoCb ici que l’angle que foiu les ordonnées avec les 
alfciffcs , efl druk. 
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leur de la fous-tangente que je fuppoferai =R • 
de faire r = V^(R* (’; , & l’on trouvera 

la meme valeur delà tangente. Par exemple, la 
fous-tangente de la parabole étant =s 2 ainfî ' 
qu’on l’a dit d-defllis , l’on a r = ) 

= j/',}.xx -i- px. 

Dans les paraboles des genres fupérieurs, l? 

fous-tangente eft = ^ (10) = ^ ' 

« n ? 

en faifant ot -+- « = J ; donc = & / 

n* » ‘ — 

S ^ X * • 

K i~ ^y)> expreflion dans laquelle on 

peut, fi l’on veut , fubftituer la valeur de 


Dans la Ipirale d’Aiclûmède , la Ibus - tangente eft s= * ^ > 
(3o)j donc t> = I 1 £±:Z. Or dans cbttc 

r •» 

fpirale cjr=zrx, _y=-lL donc t' s=a 


X* -f- f* ** 


•> & t = V C— — “ — )• Dans la fpirale 

hyperbolique R = c ; donc t \/ c} y •* • Dans la 
.Ipitale logarithmique R = (30)= /ij» , en faifant 

r 

r = 1 j donc r ■=.\J nn y y y ^ ^ ly * , en luppo- 

fant /I = I. Dans la logarithmique la Ibus- tangente eft , 
= a ( Z I ) j donc r = V aa-i-yy. > 


(*) t eft l’hypothéni^e d’un triangle reélanglc , dont R bcy 
. font les côtés. On voit bien que noits f :ppbfons que l’on a 
trouve R ^ dans la lùppolltion que l’angle des co-ordonnées eft 
droit. 

Da 
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^33. Problème. Trouver la formule générale 
de la fous - normale P L ( ^ ) dans une courbe algé^ 
brique {fig. 1 ). Les triangles mn R, Pw L ayant 
leurs cotés perpendiculaires ( ^^ ) , font fembla- 
bles ; donc mK:«R ::roP:PL, ou. d x t 

dy\'. y. PL = — ^ . Si dans cette valeur on 

fubftitue la valeur Aq d x , ou celle de dy prife 
de l’équation à la courbe , l’on aura la fous-nor- 
male que nous appellerons u , exprimée en termes 
finis. 

Dans la parabole, l’on uy^ — ax, 2ydy= 
cdx , dy — — — . Subftituant cette valeur 

-y ■ 

, jy dj' ay a . 

dans U = , I on aura u = = — ; 

• d X iy 1 

c’eft - à - dire , que dans la parabole la fous- 
normale eft confiante & égale à la moitié du pa- 
-ramctre. 

Dans les paraboles des genres fupérieurs , l’on 
a ( 10) dx-=. . Subfiituant 

n a “ x’~' 

cette valeur dans « , ou, ce qui revient au meme, 
divifant y dy par cette quantité , Ü vient u = 

na"‘x"~'y na''x'‘y^ 

— ^ = — — (enmul- 

(m-^n) xy"*' 

tipliant tout, c’efi-à-dire, le numérateur & 


le dénominateur par x y ) 


(n 4- m)xy 


(*) La fous ~ normale cft la partie de l’axe comptile ençie 
l’oriionnée P m , & la rencontre de la normale ou perpendicu- 
lai e L à la taneonte. 

ÜnluppoCe l’angle des ordonnées droit. - ■< 
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S 3 


"J»'’ 


( en fubftituant la valeur de a” x") = — - . 

( n -h X i 

Si n =m = I , comme dans la parabole vulgaire^ 

Q\ 

— — J a eft le paramê^ 


Ton a a = 


^ ax 


X X 


Z X 


tre. Sia = 7 & /n=3, u fera = - 


yj'J' 


lO X 


; d’ou 




l’on tire lO at ; 7 ^ : a 

Dans les courbes dans lefquelles y"” 
s= I (’■) , en faHânt a == i , ou y™ == — — ~x~" 

X* * 

— - . n 

OU _y = A- ”=*'■( en faifant '■ — r') l’on 

m ^ ' 

Vi dy — rx'~^ dx-, fubftituant cette valeur de 
dy dans f— — , il vient u—ryx^~^=^-L^L^ 

a X ^ ^ 


-■( à caufe dey= a;'" ). Si /a =t 2 & n =10, 


l’on ar = — ^ Sc U ~ — 




Ainfi dans 


.■V 

ces courbes la fous -normale PL étant négative 
( ftg. 2) doit être prife en allant vers l’origine A des 
ablciffes. 

Dans l’ellipfe , en comptant les abfcifTes depyis 
le centre,! on a_jf*’= X(aa—^xx),2ydy=: 

y dy 


I.hb xdx . — hhxdx 

■y ay = 


a a. 


y aa 


dx 


(*) Toutes les courbes dans lefqiiclles le produit d’une puiTi 
fancc pofitive de l’ordonnée , par une puilTancc pofîùve de 
l’abfcille, eft égal aune quantité conltante, font appcllées/ 
livperboles. 
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— (* ). Dans le cercle b a , 8£ 

x; c’eft-à-dire, que la fous-normale du 

cercle eft égale à rabfcifle comptée depuis le 
centre. 

* 

RfiMARyOE. En appellant la fous - tangente R , l’on a 
( par la propriété du triangle reftangle T m L ) ( fig. i ) T P r 
mP:; mPtPL, ouR;;'::^:u = — — • ConnoilTant 

IV 

^onc la fous-tangente , on aura facilement la fous -normale; 

de plus la formule fervira également pour les courbes 

dont les ordonnées panent d’un point : mais alors on orend la 
fous -normale CL(fig. i8) fur le prolongement de la fous- 

tangente TC. / c ^ I 

Dans la courbe dont l’équation eft ^ = (fig. 17) la 

f«us-tangente R étant (tÿ) = ^ , l on a u — ^ 

d’oil l’on tire I : : I -+-L. X : U , ou ( à caufe dej^ = 

x’‘ , ce qui donne = i-f-L. Af:u. 

Dans la courbe dont l’équation eft^ djin, x . la fbus- 

"tangente R eft ( s8 ) = a Jùi. x y/ (t — xx), ^ — 

■ .. d’oùl’ontire >J {i^xxi) h:: afin.x: u. 

‘ Dans les fpirales dfr tous les genres , dans lefquelles la fous- 


(*) Le ligne — indique qu’il feut prendre la fous-normale 
PL (fig. 4) , en allant vers l’origine C des abfcilTes , au lieu 
qu’en comptant les abfciftes depuis l’origine A du diamètre , on 
la prendroit en s’éloignant de cette origine ; mais dans 1 hyper- 
bole , dont réquaâon eft^’“ X (•** 

aura u = - — ; donc alors il faudra prendre u , en s’éloi- 

44 ^ 

gnant de l’otigme des x. 


V 
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SS. 


tangente CT (fig. i8) eft (30) 


■ *y ,, J y 

, 1 on a 

*r R 


nryy 


H r y 


Sim = 3 & 72 = 7, l’on a u 


m X y 
7 T y 


11 I x: 7T : y- u=sCL. On trouveroit la même 
chofe , ft au lieu de diviferj'’ par la fous-tangente exprimée 
en termes finis , l’on divifoit par la fous - wngente ~ — 1 


rdy ' 

( ce qui convient dans ce cas ) , pour avoir u = , d’od 

Ton tireroit la même valeur ; mais lorfqu’on a R en terme* 
finis , il eft inutile d'employer le calcul diftérentiel. 

Dans la fpirale hyperbolique, Ton a (30) R = cj donc 

U = ^ • , ou c : u. Dans la Ipiralc logaridunU 

c 

que (30) R = i donc u = , ou n : r : x jr i u. 

Si n = r = I , Ton a u =_y ; mais alors (3 o) R = y ; donc 
dans ce cas la fous - normale eft toujours égale a la fous- 
tangente. 

Remarque. La fous-tangente des courbes algébriques qui 

y ^ 

«nt leurs ordonnées parallèles , eft = , ainfi qu’on 

<^y 

Ta vu ci-deflus. Si on divilè^' par cette quantité , Ton aur» 

y ^ y 

u = (*) , comme ci-deflus. 


54. Problème. Trouver t expreffîon générale 
de ta normale dans une courbe algébrique dont les 
ordonnées font perpendiculaires aux ahfciffes. Les 
triangles femblables /« n R, m PL (fig. i ) donnent 
m^: mn /t? P : /n L , on dx-.y^ {dx^ -\rd y'’ y 

::y:mL==~ x y'C dx^ H- dy^ ), 


(*) Cette formule fuppofe que la courbe eft rapportée à Tajej 

D 4 
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Dans la parabole 3^*^ ~.p “i-ydy 

P dx r x d X* 


dy — 




dy'- — 


■=>yy 


pdx ^ 
; donc m L 


a X 


P P d x^ 


4 J* 




y d X 


dx 


V (.^px-\-pp)‘ 


Il eft évident qu’ca appellent la fous-normale u , l’on aura 
la normale M = V ( “ “ qui eft général pour touœ* 

les courbes , & même celles dont les ordonnées partent d’ua 
même point. 

Dans la Ipirale hyperbolique , l’on a (33) u = al— ; donc 


C C C 

d’où l’on tire c : y y/ ( 4^* -f- c’ ) : M. 

Il eft évident qu’aj^ant la fous-normale P L. ( fig. première ), 
il fuffic de mener ( p^r l’extrémité L de la fous-normale & 
l’extrémité rr.Ae l’oraonnee correfpondante ) la ligne ». L , qui 
fera la normale de la courbe A m. 


Remarque i. La formule de la fous - nor- 
male fuppofe que l’angle des ordonnées eft 

droit. S’il étoit oblique, on changeroit (courbes 
algébriques y ) l’équation de la propofee en une 
autre , dans laquelle cet angle feroit droit, & l’on 
auroit enfuite facilement la fous-normale. 

Remarque IT.Nous n’avons appliqué la formule 
de la fous-tangente qu’aux courbes dont on a l’équa- 
tion en termes finis, pour faire voir fon ufage dans 
les courbes dont l’équation renferme desdifl'érentiel- 
fes, foit propofé de trouver la fous-tangente de 
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courbe dont l’équation eft d x~ — yy) 

, ■ ^ 

J. y d X y. 

donc ~^y ” = — (aa — Mais la fous- 


tangente eft = 


yix 

J' 


■ ; donc dans cette courbe. 


la fous-tangente = -r- ^ a — y y). Maintenant, 

parce que le quarré de la tangente eft égal à la 
lomme des quarrés de l’ordonnée & de la fous- 
tangente , Sd que le quarré de la fous - tangente 
eft == a a — yyC*)y l’on a le quarré de la 
tangente =:zy y aa — y y =z a a , & la tan- 

gente =± a ; donc dans cette courbe la tangente 
eft conftante. 

Siippofons une autre courbe dont l’équation foit 
-3. ay d xr=zdy {aa — y y ) , dont on demande la 

fous -tangente. Donc - — =z= — _ 

, V . * 

d’où l’on tire a a:a-{-y : : a — y. R fous-tangente 
cherchée. 

Soit l’équation de la courbe 5 x dy z= d x y: 
{ ) dont on demande la fous-normale u. 

y dy a a — x x 

; amh 3 ,r : æ 


y 




L’on aura donc — — = 

. d X 

X i: a — x: U. 

35 ’. Problème. Trouver Vtxprejjîon de la 
ligne A T comprife entre l'origine A des ahfcif- 
fes & la. rencontre de la tangente ( fig. t ). Si 


(*) Nous appellerons cette courbe traâlrice , nous en donne-i 
tons la conftruilion dans la fiiite de cet Ouvrage. 

(*») On met a a —yy au lieu de — (aa —yy ) , parcç 
^uc le quarré d’une quantité négative — ‘h = 
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A B , ou 


de P T l’on retranche AP, l’on aura AT 

d X ydx — xiy 

s= — jr == ; . Pour avoir 

ày dy 

l’expreflïon de A B , on fera V m : P T : : A T : 

y dx y dx — X d y y d X — x dy 

^ ^ ^ 
dy dy dx 

= A B. 

36. Problème, icant donnée une courbe A m 
( dans laquelle l'angle des co-ordonnées ejl droit ) , 
trouver le point auquel cette courbe fait un angle donné 
avec une ligne paraliele aux abfciffes ou aux or- 
données ( fg. I ). L’angle k ot R eft l’angle que 
fait la ligne m R parallèle aux abfcifles avec la 
courbe ou avec la tangente à la courbe au point 
m , & l’angle /n n R eft l’angle que fait la courbe 
avec l’ordonnée correfpondante p n. Or le trian- 
gle reélangle ot/ 2 R donne ( Voyez la Géométrie) 
m R : n R : : r ( rayon ) : tangente de l’angle nmK 
= T , ou en faifant r = I , dx : dy :: 1 : T 

— __ — , Le même triangle donne dy.dx:: i ; 

d X 

t = , tangente de l’angle R n m. Il fuffit donc 

dy 

d’égaler ces formules à la tangente de l’angle donné, 
pour en déduire enfuite, par le moyen de l’équation 
de la courbe , la valeur de l’ordonnée ou de Pabfcille 
correfpondante. 

Si l’on demande, par exemple,* à quel point de 
la parabole l’angle que forme la courbe avec une 
ligne parallèle à l’axe eft dc4J'“. Comme la tan- 

genre de 45'® eft égale au rayon = i , l’on a 

•=. I , dy = dx. Or par la nature de la para* 
bole , y y =/>r, 2 y dy p dx\ & parce que 
par la nature du problème dy doit ctre=</A-, ro» 
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** P 

Z2yelx=pdx,iy=p,y= — • Mais ( Sedionj 

coniques 8 ) l’ordonnée qui pafle par le foyer eft 
égale au demi-paramètre; donc dans toutes les pa- 
raboles , l’angle de la courbe avec une ligne pa- 
rallèle à' l’axe , eft de au point correfponclant 
au foyer. 

Si l’on demande à quel point la tangente de l’angle 


de la courbe & de l’ordonnée fera égale au demi- 

d X 

rayon = ^ dans la même parabole. L’on aura — 

2 dx ^ dy. Or par la nature de la para- 
bole y y =/» X , 2ydy = p d x. Subftituant 
dans cette équation la valeur 2 dx de dy^ l’on 

'' P 

trouvera ^ydx z=. p dx, 4 > = p, y ==— . 

Subftituant cette valeur de y dans l’équation y y 

e= px, l’on a —px, — x\ donc cela 

arrivera au point correfpondant à une abfcille égalé 
à la feiziéme partie du paramétre. 

Si l’on demande à quel point de l’hyperbole éqüî- 
latère la tangente de 1 angle de la courbe avec 
l’ordonnée fera = i , i étant le rayon. Dans ce 


cas ■ = 1 , dx = dy. L’équation à l’hyper- 
dj' ' 

bole équilatère étant yy =■ 2 a x x x , l’on a 
2y dy ^2a dx-\- 2x dx , ou ( parce que par la 
nature du problème X ) 2y dx ■= 2 adx , 

-f-2x</x, oviy = a-\- X. Subftituant cette va- 
leur de y dans l’équation de la coü'rbe , l’on a 
(^a^xy =2 fl'xH-xx, ou a a 2a x -i-xx 
— 2 ax -f- XX, ou aa = 2 ax-i-xx — 2 ax 
I — X X =0 , ce qui ne peut être ; donc l’hyperbole 


P 
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équllatère ne fait nulle part un angle de 45" degrés 
avec une ligne parallèle à Taxe des ordonnées. 

Si l’on demande à quel point l’angle de la 
courbe avec une ligne parallèle à l’axe des abf- 
cifies fera de 45'“ dans la courbe dont l’équation 

til y y — 2 a X -i- 2 x x , l’on aura 

= I, & par la nature de la courbe 2y dy = 
2adx-\‘^xdx\ donc — = 

dx ■'-J 

~ I, 2 y = 2 a âfX, 4jy^ = { 2 a -+- 4X)", 
ou (en fubftituant la valeur de_y^) 4 ( a <7 
^2 xx) = ( 2 a-{-i^x y, ouSax-\-Sxx 
= a a -i- I 6 a X -h 1 6 x’^; ou tranfpofant & 
réduifant, 8 x‘^ -H 8 ax = — ^aa , xx -+• a x 
— — ~ a a; ëc en complétant le premier membre, 

û a , , . a fl 

-f"Æ X H- = - aa — - aa=- . 

Prenant les racines , l’on a.r-+- rd = :+;-^x 
\y ( — a a), quantité imaginaire , qui fait voir que 
la courbe propofée ne peut faire nulle part un angle 
dé 45"° avec une ligne parallèle aux abfcilTes. 
Remarque. Si dx étoit fuppofé infiniment 

d X _ , . 

plus petit que dy , la tangente — — leroit in- 
finiment petite , & alors l’ordonnée feroit paral- 
lèle à la tangente au point cherché & fe con- 
fondrolt avec elle , comme cela arrive à l’origine A 
de la parabole ( figure première ). Si au con- 
traire dy étoit infiniment plus petit que dx, la 

valeur de - feroit alors infiniment petite , la 
tangente de l’angle de la courbe avec une ligne 
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pnrallèle à Taxe des x , ou avec l’axe des x feroit 
infiniment petite ; mais cet angle étant infiniment 
petit , cette tangente feroit cenféc ne rencontrer 
l’axe qu’à une diftance infinie; la fous-tangente fe-^ 
roit cenfée infinie , & la tangente parallèle à l’axe 
des abfcilTes ; c’eft ce qui arrive en M extrémité du 
quart de cercle A M ( fig. 4)- A cette occafion, 
l’on peut remarquer que tandis que dy a quelque 
grandeur , la tangente rencontre quelque part 
l’axe PT des abfcilTes, & que la fous-tangente ,P T 
eft infinie lorfque l’angle T eft infiniment petit. 
M ais parce que Ton conçoit que la tangente mT 
( il en eft de même de la fous - tangente ) n’a pas 
diminué, lorfau’elle eft entièrement devenue oa- 
rallèleà Taxe, on dit qu’elle eft alors infinie ; en enet 
lorfque cette tangente devient ainfi parallèle , 
dy devient de plus en plus petit , il devient même 

abfolument =0, & la formule devient=o. 

d .V 

Ainfi cette exprelfion indique que la tangente 

eft parallèle aux abfcilTes ; mais TexprelTion — ^ , 

indique qüe la tangente eft parallèle aux ordon- 
nées. Néanmoins nous ne prétendons pas que 
Ton puille divifer quelque, cnofe par le o pur; 
ainfi il faut entendre cela dans le fens que nous 
venons de l’expliquer C”). (*) 


(*) C’eft ce qu’on pourra concevoir plus facilement , en 
faifant attention que les deux ordonnées CM, pN font 
cenfées n’avoir aucune différence, & aboutiffent toutes les 
deux .à la ligne M D , avec laquelle Tare M N eft cenfé fc 
confondre. Pour marquer que dy eft infiniment -plus petit 

3 ue i/.v , ou réciproquement , nous erprimerens dy pat « 
ans le premier cas , & dx par o dans le fécond cas. 
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Si l’on demande dans quel point de la courbe 
la tangente eft parallèle aux abfciCfes , il eft évident 
qu’on trouvera ce point en fuppofant </jr = odans 

la fradion Si au contraire l’on demande 

d X 

dans quel endroit la tangente eft parallèle aux or- 
données , il fuffira de faire la valeur de la frac- 
tion = O, ou ce qui revient au même , de 

r J r r 

fupp’ofer d X = O. Donc li l’on fuppofe 

r=. l’on aura une tangente parallèle aux pr- 
b 

données lorfqu’on aura le numérateur =o, & une 
tangente parallèle aux abfciflês, lorfquele dénomi- 
nateur fera =o. 

37. Problème. A quel point de la parabole la 
tangente efl parallèle aux ordonnées. Dans la para— 

d X 

bole, l’on — pXy 2 y dy pdx, 

\ 

= Si l’on fuppofe le numérateur 2y=Oy 

P ' 

l’on aura ^ = o; & fubftituant cette valeur dans 

O 

l’équation y y z=.p x , 'l’on a 0 = p'x , x = 

= O. Donc dans la parabole , la tangente eft pa- 
rallèle aux ordonnées à l’origine des abfciffes, 
ou au point auquel x=o. Mais comme on ne peut 
pas fuppofer le dénominateur =0, il n’y a au- 
cun point dans la parabole auquel la tangente foit 
parallèle aux abfciflês. 

Dans le cercle , l’on zy^ = 2a x — x x, y 
s= ( 2 ax—x 2y dy= 2 a dx — 2xdx. 
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y dy — (^a^x) dx , —jy 

VX i ax — X ^ ) . 

l’on fuppofe le numérateur = o, l’on a 
Ÿ" (^2 a X — x;c)=o;& en élevant au 
quarré , 2 <z je — = O , ou en changeant les 

lignes , :e^ — 2 a x = — o, ou en complétant 
le premier membre, x^ — 2ax-^aa =0 -+-«*• 
— & en prenant les racines, l’on 2 x — û= 

± V^àû = ±:fl, x = a ±a, o\x x = 2. a, & 
* = O. Donc la tangente du cercle eft parallèle 
aux ordonnées , aux extrémités du diamètre. Si 
l’on fuppofe le dénominateur = o, l’on a a — x 
= 0, a = x-, donc la tangente du cercle eft pa- 
rallèle aux abfcilTes au point qui répond à l’abf- 
cifTe x = a y c’eft-à-dire , au point qui répond au 
centre. Venons aux afymptotes 

38. l/ne afymptote eft une ligne droite qu’on peut 
regarder comme la tangente d’une courbe à un« 
diftance infinie ; de forte que lorfque la diftance de 
l’afymptote à la courbe eft plus petite qu’aucune 
quantité donnée , on peut la regarder comme nulle. 
Mais cela ne fulfit point pour qu’une telle ligne 
foit afymptote,il faut encore qu’on puiflè déterminer 
fa politionde maniéré que la diftance de cette ligne 
àl’origine de la courbe foit finie. Parmi les afympto- 
tes , les unes font parallèles aux abfcilTes , les autres 
aux ordonnées. Pour avoir une afymptote parallèle 
aux abfcilTes, il eft néceflaire i°.qu’en fuppofant jf 

■ • • d X 

(pofitifou négatif) infini dans la valeur de — ,ou 

djy 


{* ) H s’agit ici des alymptotes reffilignes , on aparlé allé* 
«U long des afymptotes courbes dans la premkre Partie. 
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dans la raifonde i/x : d y , dy , foit = 0 , ou fi l’on 
veut infiniment plus petit que dx. 2°. Que y foit fini 
ou = O. Si ^ = O , la ligne des x eft elle - m^e 
afymptote. Si y eft fini & = ^>, par exeriflp> 
la ligne parallèle à Taxe des x & éloignée d^et 
axe de la quantité b , fera afymptote. De même 
pour avoir une afymptote parallèle aux ordon- 
nées, il faut que dans la fuppofition de infini. 


la valeur de foit = 0, ou que a: foit 

fuppofé infiniment plus petit que dy, & que x 
dans cette fuppofition foit = O , ou fini. Si en 


fuppofant ± X infini , la valeur de eft 

finie , on connpîtra l’angle que forme l’afymp- 
tote avec l’axe des v ; mais pour que la ligne ainfi 
déterminée foit afymptote, il faut que la partie 
de r ’axe ( prolongé s’il le faut ) comprife entre 
l’origine des at, & la rencontre de l’axe par cette 
ligne , foit finie. C’eft pourquoi cherchant la fous- 
tangente d’un point infiniment éloigné, & de cette 
fous-tangente retranchant l’abfcifle , fi ce qui refte 
eft fini ou — -O, la ligne menée par ce point fous 
l’angle déterminé, fera rafymptote de la courbe. 

^^.Vi\G'Ehth\'E.Trouver les afymptotes de la courbe 
VI n ( 20 ), dont [‘équation , en fuppofant les 

abfcijfes KV = x , les ordonnées V n===. y ^ ejl y x 


ax-\-aby ouy = a-\- 

'ah 

= 00, le terme 


a b 

X 


. En fuppofant x 
difparoît devant a , & l’on 


Siy =a. Mais en différenciant l’équation de la 
courbe, on tïQ\xyc ydx-rx d y^adx , ouydx 

— a d X 
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a die = — X dy. 


dx 


- . Si -ron 


dy y — a 

fuMofe dy = O , Ton a , ainfi qu’on l’a vu ci- 
demis , une tangente parallèle aux abfcifles ;mais en 
faifant le dénominateur y — a = o , l’on z.y=^a. 
Donc prenant A D = <z , & par le point D me- 
nant D F parallèle à AB, la ligne D F fera afymp- 
tote de la courbe. Si l’on fuppofe y = oo , dans 

cette fuppofition l’équation y = a — ne 

peut avoir lieu qu’en fuppofant a: = à , & 

alors le terme a difparoît devant — , qui eft 


infiniment grand. Mais fi dans la formule 


dx 


dy 


= , on fuppofe le numérateur = O 

y — n 

l’on a — x== o,&cx=i=o , Ainfi nous avons une 
tangente parallèle aux- ordonnées, & qui palTe 
par le point correfpondant à a' = o; donc fi par le 
point A , origine des a: , on tire la ligne A C pa- 
rallèle aux ordonnées , cette ligne fera encore 
afymptôte. 

40. Problème. Trouver Us ajymptotts de Thy^ 
perbole dont V équation , en fuppofant le premier axe 

P 

ssz a& le paramètre de cet axe =p,ef y* == — X 
ar-f-a^ ar) ouy'-=—xx , en fuppofant 

Ci 

JJ V P r 

L’on a donc y = x . d y — — • d xl 

V Va 


(*) Dans cette fuppofition , a x dilparoît par rapport ixK» 

Tome III. L 
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dx ' y/ a — 

Etparc. 

que Ton ne peut fuppofer ni æ ni /? = o , la 
courbe na aucune afymptote parallèle aux or- 
données ou aux abfcilTes ; mais la ligne qui fait 

dy 

avec l’axe un angle dont la tangente — 

,eft cenfée tangentede lacourbeà 

Va 

une diftance infinie. Pour découvrir fi cette ligne 
eft afymptote 5 je cherche la fous-tangente dclhy* 

J * ax -i- X X 

perbole, que Ion trouve (lO) = ■ ^ — * 


d’où retranchant x , il vient 


a X X X 

Ÿ a JC 


ax-^xx — vajc — JCJc 

^ \a-Jrx T 

= TA( fig.2i) qui, dansla fuppofitiondeA-infini, 

devient = T « ; donc la ligne cherchée 

X 

pafle par le point C, milieu de l’axe. Pour deter- 
) miner un autre point B de cette ligne CB, je 
remarque que le triangle CAB étant reélangje, 
l’on a le cofinus de l’angle C ; fm. C : : C A = — 

• Çin. C 

A B , ou parce que 77, 

a . V. P’- a b = 7 a. - 

Or en fuppofant le fécond axe = ^ , on auroit lé para- 
métre du premier, en faifant ( \ oyez les Sections 
coniques ) axb b ■. p,o\xbb=-api b = a p 

^J-^iy^ap-, donc en menant par le poùit A 
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la ligne AB perpendiculaire au premier axe, &' 
faifant cette ligne égale à la moitié du fécond axe, 
tirant enfuite par les points C & B la ligne CB, 
cette ligne fera afymptote de l’hyperbole. 

, 41. Problème. Déterminer les afymptores de la courle 
dont l’équation ejl = b x* -h- b K Cher- 

chant la valeur de_y en x , je trouve -f- xj^ = b x 

, . .ï» 

H . Complétant le premier membre, j’ai^*-i-.T 

^ 4 

.... 

= h i H J d’où je tire aifément , en pre- 


nant les racines & tranlpofant,_y= -f- y' 

iî 

b X -i- ) . Donc dans la fuppohtion de x infini 

X * 

les deux valeurs de_y feront_y = b, &^ = — x (*). Dif- 


(*) En prenant la racine de la quantité fous le figne, le 

premier terme fera Si l’on divife le fécond terme par le 

double du premier, félon la méthode ordinaire, c’eft-à-dire fi l’on 
divife bxpiix , l’on a le fécond terme é de la racine. Multi- 
pliant b par X & ajoutant le quatre de b pour le retrancher 
aurtî .bien que ix de la quantité qui eft fous le figne, il 

reftc b b. Continuant l’opération , on trouve des 

quatités bfiniment plus petites que b ; ainfi on peut les né- 
'gliger. On peut aulll concevoir cela de cette autre maniéré. 

A caulè de x = 00 , le terme ~ dilparoît devant les 

autres , & ajoutant b b , ce qui eft permis dans ce cas , car 
une quantité finie ajoutée à une quantité infinie n’eft pas 

cenfée augmenter la racine de celle - ci , ”on aura * ” 

4 

4- i Jt -h i J , dont la racine eft -f- b. 

E 2 
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férenciant ‘maintenant l’équation propoCe & trafilpoiànt , 
il vient z xyd^-\- ‘0'— ^ xdx — d x — zj' x d x , 

ou dx : djf : : z x_y -i- x x : z b x — jfy —^zyx. 
Suppofant X infini , & prenant la première valeur , on 
trouve d X : d_y : : x xi — b b : : oo : b b , c’eft-à-dire , 

comme une quantité infinie à une quantité finie ; donc puiC- 
qu’on peut regarder b b comme o par rapport à x x , l’on 
peut fuppofer d^ = o ; donc on a à l’infini , une tangente 
parallèle à la ligne des abfcilles. C'dl pourquoi , fi ayant pris 
A F ( fig. I z ) pour la ligne des ablcifles , & ayant fiippofé 
A B = i , on fait le quatre A B C D , la droite D C M fera 
tangente de la courbe à l’infini , & fera une afymptote. Si l’on 
prend la fécondé valeur de^ , l’on aura d x ; dy : : i : — i , 
c’eft-à-dire que dy fera = — dx\ donc ayant fuppofé B G 
^ b = AB , on mènera A G ( l’on mene B G du côté op- 
pofé à caufe du figue — ) , & la tangente d’un point infini-» 
ment éloigne fera parallèle à A G. Pour favoir fi cette pa- 


rallèle eft une afymptote , je cherche la fous-tangente — / 

i X y y y X X 

€uidinscecas eft= — r ,d*oi\ retranchant a*, 

^ zJ>x JJ ZXJ Z 


il vient 


i X y y - 4 - 3 jr — z l 
Z h X 1 X y 


- , qui , dans la fuppôfi- 


tion de x infini & dey = — ,r , devient = — z b \ c’eft 
pourquoi penant AF c=: z i j fi par le point F on mene F R 

Ê arallèle a AG, l’on a ra une afymptote de la courbe. 

n fuppofant a: = o , l’on trouvera y infini , & la raifoa 
de d XI dy pourra être regardée comme plus petite qu’aucune 
quantité donnée. Donc fi par le point A o,n mené P Q pa- 
rallèle aux ordonnées , cette ligne fera afymptote de la 
courbe. Si on fuppofe — x infini , on trouvera par la 
même méthode que les lignes MD, RC prolongées du 
côté de N & de S , font auflî afymptotes. 


4z. Problème. Déterminer fi la courbe dont l'équation, 
ejl a’‘~’.x ‘-i- x’'—y“ (n étant plus petite que m) a des 
afymptotes ou non. Ayant différencié l’équation'de la courbe , 
¥ on trouve d x i d y : : m y ” ~ 

-f- m JC ~ * 5 c’eft pourquoi puifqu’en fuppofant x infini , 
il vient^ = JC , l’on a en fubftituant la valeur de^ & divi- 
fant enfuite les deux termes de la fécondé raifon par a: " ~ 
l’on 3i, dis-je , dx i dy : : m x’’~'‘: nd*‘~* -h ni x"~ • : * 
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m : Ma quantité na’'~* s’évanouiflant dans cette fuppo- 

£tion ) : m x ” ~ } ainfi d x = d^ & x =_y. C’eft pourquoi en 
fuppofant que AB ( fig. i 3 ) eft la ligne des abfciflTes dont A foie 
l'origine (*j , lï on mene B C parallèle aux ordonnées , & 
ï= A B , & qu'on tire A C , cette ligne Icra cenfée top- 
cher la courbe à l'infini. Pour favoir (i cette li^neelt afymp- 
tote , je cherche la fous - tangente & j’en retranche , pour 


avoir- 




It O — » 


Subftituant la valeur de j'" prife de l'équacion de la courbe, 

# I • /* <9 ( ^ — n ^ (f 

& réduifant , Ion trouve -h S im — /i<l 


-t- »i * " 


dans la fuppofition de x infini, cette formule a une valeur 
infinie, & la ligne interceptée entre l'origine des & la 
tangente eft infinie j donc la courbe n’a point d’afymptote. 
Si m — n = 1 , dans la même fuppofition de x infini , la 


formule devient = — • - . C’eft pourquoi ayant pris A D 

— — — — , & mené D P parallèle à A C , elle lera afymp- 

tote de la courbe. Si m — n >i , la formule ayant une valeur 
infiniment petite , ou , fi l’on veut , étant = o , la ligne A C 
elle-même fera afymptote de la courbe. Si m eft un nombre 
pair , d x fuppofé infini , répondront deux valeurs égales 
de ^ , l’une pofitive , l’autre négative. Il eft donc évident 
que de l’autre côté de l’abfcilTe A B , il y aura une autre 
afvmptote qui fera le même angle avec l'axe des M Cette 
derniere afymptote n’aura pas lieu , fi /n éft un nombre im- 
pair. Si on fuppolè — x infini , on prouvera par un raifon- 
nement femblablo que les lignes D r , A M prolongées du 
côté de Q & de N , Ibnt alymptotes de la courbe. 




( * ) Dans cet exemple , on prend les x pofitifs du côté 
gauche , ce qui eft très - permis. 


E3 

I 
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Des ufytnptotîs des courbes dont les ordonnées panent 
d'un point quon appelle foyer, 

4;;. Si i/ >r étant un arc infiniment petit [ m n ) , décrit avec 
le rayon ou l’ordonnée Q m { ng. 14 ) , 1 a raifon Acdx i 
d y = R /I eft infinie , ou , ce qui revient au même , fi la 
raifon *de djf : eft plus peti:e qu’aucune quantité don- 

née , ce qui arrive en i ; il eft évident que la tangente 
de la courbe fera alors parallèle à la fous-tangente de la même 
courbé , ou , ce qui revient au même , fera perpendiculaire 
à l’ordonnée correfpondante , & que la courbe eft touchée 
dans ce point par un cercle dont le rayon —_y. C’eft pour- 
quoi pour trouver les points dans lefqucis la fous - tangente 
fait un angle droit avec l’ordonnée , il fiifîit de faire d_y=o j 
par cette liippofîtion , on déterminera la val ur de l’ordon- 
née , à laquelle la tangente eft perpendiculaire. Par exem- 
ple , fi l’équation d’une courbe rapportée au foyer eft 
h A "i -, 

d X = — ; — — : taues dy = o , & vous aurez 

° = O , m dx >d — o: 

V 1 ® ® — y y) 

ou V (i i — = o‘, bh — jry=0, hb=y y , & 
y = b-, donc la tangente eft perpendiculaire à l’ordonnée au 
point où cette ordonnée eft = b. Si au contraire on fuppofè 
dx =^o > dans ce cas l’ordonnée devient tangente de la 
courb(^ dumoins toutes les fois que cette ordonnée eft finie ; 
car fi l’ordonnée eft infinie , il peut arriver que l’ordonnée 
elle-même ne foie pas tangente de la courbe dans un point 
infiniment éloigné, mais qu’une ligne parallèle à l’ordon- 
née foit alors l’afymptotc de la courbe. Pour lefaire con- 
cevoir , foie la fpirale hyperbolique (. fig. aî ) • fuppo- 
fant le rayon C D = r & la circonférence du cercle décrit 
avec ce rayon = c , l’équation de cette courbe fera ( voye^ 

I 

le n°. JO ) xj'=rc, ou — — — , en écrivant j 

au lieu de x. Si on faifoit un arc confiant A D = c, 
l’équation ^ = _H_ repréfenteroi: encore une fpirirale hy- 
perbolique , dans laquelle A F étant f , C G feroit = y. Diffé-* 
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ciant l’cquarion , & faifant attention que lorfque A F dé- 
croît & réciproquement, l’on aura d i ■=■ '' J 

mai': en fuppofam G m — Jf, à caufe des arcs femWables , ‘ 
{c'eft-à-dire , qui mefurent un même angle ) F/, G m. 

Ton 3. d I : d X : : T •. G G ==y, ou = JULl — ^ oy 

en rublUtuam la valeur de j j 


jdr. 


• ‘‘y 


donc d X : dy 


y = 


= so , la raifon 


3 

Hx 


- : ^ : c : En fuppofant 

= — - — ,eft plus petite qu’aucune 

cjuantité donnée ; & alors m G difparoiirant devant dy m g, 
1 angle m g G elt cenfé= o , &: les lignes G C & m C font cen- 
fées parallèles, c’cft-i-dire , qu’alors m C devient M C. L’or- 
donnée y devient infinie, lorfque l’arc AF devient = 0 , 
c’eft-à-dire , lorfque l’ordonnée fe confond avec C M. Ce- 
pendant C M n’ell point tanp;ente de la courbe à l’infini, ni 
afvmptote ; car fi on tire CE perpendiculaire à CM & 
égale à l’arc c = A D (*) , & qu’on mene E N parallèle 
à C M , la droite E N fera afjrmptote. 

Voici la méthode qu’on peut fuivre pour déterminer G 
une ordonnée infinie eft afymptote , ou fi c’cft une autre 
ligne parallèle à cette ordonnée. On cherchera la fous- 
tangente de la fpirale , don: on déterminera la valeur dans 
la fuppofition de infini. Si la fous-tangente = o , il eft 
vifiblc que l’ordonnée infinie eft elle-même afymptote ; fi la 
fous - tangente eft égale à une confiante c, par exemple, 
alors l’afymptote fera parallèle à l’ordonnée , & en fera 
éloignée de la quantité c. Ainfi dans la Ipirale hyperboli- 
que , la fous - tangente étant = c ( lo ) ; fi l’on mene 
CT = c , & perpendiculaire à C G , la droite T G 
touchera la fpirale au point G. Si_x devient infini , & fe 
confond avec C M , la fous-tangente refte — c & C E = r, 
& perpendiculaire fur C M devient fous-tangente; donc EN 
devient tangente & afymptote. 


(*) Si c repréfitntoit la circonférence, ilfaudroit prendre CE 
égale à cette circonférence. 

E 4 
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43. Les triangles gmG , GC T' reftangles en m & C, 
& dont les angles ni g G & CGT font cenfés égaux à 
caulê des lignes infiniment proches G g & C G , font fem- 
blables & donnent m g : m G :: CG: CT, ou dy : d x :: 

^ : C T = , qui eft la fous-tangente de toutes les 

courbes qui partent d’un point ; mais il faut fubftituer la va- 
leur de d X, ou de m G tirée de l’équation de la courbe, 
afin de faire difparoître les différentielles (voyez le n°. 50). 


Ici , par exemple , on fubllitueroit 


, ou plutôt. 


à la place de dx , & l’on auroit C T , comme on l’a trou- 
vé {3 oj , où l’on a défigné par a x ce que nous venons de 
défigner par d Les triangles n N /n , C LN (fig. t8), 
ayant leurs cotés perpendiculaires , font femblables , Sc donnent 

n m =d : N/n = . C N : C L = — — , eipref- 

fion de la valeur de la fous -normale CL d’une courbe dont 
les ordonnées partent d’un point. 

De la fraction -r- & des tangentes qui en dépendent. 

44 . 0 n’étant pas une quantité , on ne peut divifer O 
par O qu’en confidérant o comme une quantité infi- 
niment petite du premier, ou du fécond, ou du 

troifiéme ordre, &c. Or la fradion ■ ° peut 

avoir une valeur finie , parce que les infinis du 
meme ordre peuvent être entr’eux dans le même 
rapport que les quantités finies. D’ailleurs lorf- 
qu’un ou plufieurs fadeurs égaux à o af- 
fedent le numérateur & le dénominateur d’une 


fradlon , cette fradion devient = 


. Pour 


défe miner la valeur d’une telle fradion ,foit la frac- 

. b X X — la.bx-^-aab o ■ , 

tien ; =; , dans le cas 

c. (* — «)* o ’ 
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dejr = a; car alors fon numérateur devient =o,' 
aufli bien que fon dénominateur. Si l’on divife le 
numérateur & le dénominateur par x — d, l’on 

b. (x — a) O ^ -, 

a ; = , a caule de x — a = O, 

c. (x — a) O * 

' - J 

Mais en divifant encore par x — a, l’on trouve — 

qui eft la véritable valeur dé la fraâion propofée. 
De-là on peut conclure que lorfqu'une fraclion de- 

. O -, 

vient = ■ ^ , dans la fuppojiùon de x=^ a , on 

trouvera la valeur de cette fraÜion , en divifant le 
numérateur & le dénominateur par x — <i ; fi alors ni le 
numérateur ni le dénotr-inateur ne devenait pas = o 
la valeur de la fraclion ferait finie , s'ils deviennent 
tous les deux = o, on divifera encore par x — a ; 
fi dans le fécond cas aucun des termes de la fraclion 
ne s'évanouit, l'on aura une valeur finie de la frac- 
tion ; ù ainfi de fuite. Mais fi l'un des termes s'éva- 
nouit & non Vautre , la valeur de la fraclion fera 
infiniment grande , fi le dénominateur s' évanouit , ott 
infiniment petite , fi c efi le numérateur. Par exemple , 

la fraétion ■ ° , dans la 

fuppofition de x — a , devient ( en divifant tout 

par X — a) — ^ =o. Mais 

la fraétion - ^ == dans la fup-’ 

c. [x — fl)» O* * 

pofition de x—a , devient ( en divifant tout 

par X — a ) d’abord ; & en conti-^ 

* c.[x — cl) 

nuant la diviCofi, l’on a — r~ = — z=s oo, 

' c.[x — a) P ^ 
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en confidérant x — a comme une quantité infini- 
ment petite, ou regardant x comme.=<i-l —, 

Sc X — a comme a -4 — d = C )• 

00 OO 

Mais cette méthode eft ou inutile ou très- 
compliquée, lorfqug lafradion eft affeétée de plu* 
fieurs radicaux i venons donc à un autre méthode, 
c’eft celle de Jean Bernoully. Selon cette mé- 
thode , il faut différencier le numérateur & le dénomi- 
nateur ; Ji les différentielles ne s'évanouffent pas toutes 
deux, dans la fuppofition dex — a, on dïvijera 
l'une par l'autre , & l'on aura la valeur de la frac- 
tion ; Ji elles s'évanouiffent enfemble , on d ffrenciera 
de nouveau , en regardant dx comme confiant , & 
ainjî de fuite jufqu'a ce que les dffrentielles ne s'éva- 
nouirent pas toutes les deux. 

^ h. {a — x) r c ' 

Soit la fradion = — en lai- 

C. (C — x) I q 

fiant le numérateur =/> , & le dénominateur =q. 
La valeur de la fradion, dans la fuppofition de =a, 

-, . f r 


f„a = 4'- = 


— b d X 

— c d X 


rendant Ton a 

* 


• ; en diffé- 


h.(a — -r)* j> 

Soit la fradion -f — = en diffe- 

(a — X) q 

dp — i.1. {a — x). d X 

rendant Ion a 

— — (**) f dans la fuppofition dé x = a. 


(•) Selon ce qu’on a dit dans la première partie , une quan- 
tité infiniment petite peut être rej;ariiee comme n augmentant 
ni ne diminuant une quantité finie. 

(**) La diflercndellc de a — x eft = — d x. 
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ns. 


ceft pourquoi je différencie de nouveau, en re- 
gardant dx comme confiant, & jai . 

/ d4q. 


l.dt 


■i5 


Soit la fraélion 


■ h. 


( a— 


c [a a — Z ax-i- X x) 
— } dans la fuppofition de x = a. L’on a -4^ 

Idx 


O 

— bdx 


dq 


a c. (a — X j. dx 


c.{a—x) 


•— a c.(a — x)dx 

= — ~ C à caufe de d — =o) = oo. Ainfi 

la valeur de. cette fraâion eft infinie. Soit la frac- 

b. (a — xY P O 

tion = = dans la 

c. {a—x) q O , 

fuppofition de x = a ; donc • — — = x) 

dq — c.dx 

_ b.{a—x) O • 

- = C a cauie de a: = a 3 ; 


donc 


c 

P 


• = O , ou , fi l’on veut = • 


On fe tromperoit cependant, fi l’on penfoit 
que cette méthode peut toujours donner la vé- 
ritable valeur de la fraélion — . En effet, foit — 

5 î 

y/ { Z a a — a X -h X x) . , 

= ;^ {a-x) première 

méthode, en divifant le numérateur &4e dénomi- 
nateur par û — x), devient^: l^( 2 a — v) = 

V a , dans la fuppofition de x = a. En employant la 

méthode de Jean Eernoull)' , l’on aura — 
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(—J adx-^zxdx) y. ^ ^ [a x) 
—xdx\/ {za.a — ia.x-k-xx) 

5= ^ dans 

y/(iaa — iax-+-xx) o 

la fuppofition de x = a. Prenant de nouveau les 

ddv O 

différences, on aura— — — 5 prenant en- 

ddq O 

dddp O . 

core les différences , 1 on trouvera — — ■ —"T'* 

’ d d d q O 

& ainfi à l’infini ; car les deux radicaux ne dif- 

paroîtront jamais. Cela arrivera ainfi , parce 

que la valeur du numérateur ( l’on doit dire la 

même chofe du dénominateur ) , n’appartient a 

aucun ordre des quantités , dx, dx\ dx^ f 

&c. mais eft moyen entre ces ordres , ainfi qu il 

fera; aifé de le voir par la méthode que nous allons 

expofer. Mais par la première différenciation , on 

trouve dx ; dx^ par la fécondé; dx^ par la troi- 

fiéme ; &c. donc on ne peut par cette méthode 

obtenir la valeur de la fraéiion propofée. 

La' méthode que l’on peut luivre pour avoir 

la valeur de la fradion' — ^ — = , tl^ns la 

q O 

fuppofition de , confifte à mettre dans le 

numérateur auflî bien que dans le dénomina- 
teur, a-±:^d X k\c^ place de :e, on met a — dx, 
dans le cas que la fubftitution dea -H ^ introdui- 
roit des quantités imaginaires ; ce qui arriverott 
dans la fradion dont nous venons de parler ; & 
la nouvelle fraéüon qu’on trouvera en s’arrêtant 
aux différentielles qui ne s’évanouiffent pas dans 
la fuppofition de x ■=■ a , fera de cette forme 

^ — . Si TO = « , la valeur de la fradion fera 

ud X* ' 
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finie •& = 


. Si/ 72 >/ 7 , elle fera infini- 


ment petite; mais elle fera infinie, ü mc^n. gj 
donc on a la fradion , enfubftituant 

û + ^ AT au Heu de x, il vient g dx)* ^ 

D. ( a — a — dx]*’ 

è.dx* B ^ ' 

D.dx^ ~ "~D~’ on le trouve- 

roit par la première & la fécondé méthode. Mais la 

fradion — — — — devient = 

A. ( a x)^ A.(a — a — dxY 

I V —1 r • 


h d 

Ad x^ 


= — 00 . 


Soit la fradion ^ 

en fubftituant a dx au lieu de a: , le numéra- • 
leur deviendroit imaginaire , ainfi que le dénoH ' 
minateur ; ceft pourquoi mettant a — dx au lieu 

de a: & réduifant, jai — ^ . = V 

^ dx 

V dx. y/ (a -^dx) < » 

VTï ’ or C<i-f.^/Ar/ = /^ 

+ r a~^ dx ^ X Û~*. d AT" &C. flT , 

° » 

parce que les termes fuivans difparoilTent devant le * 

I 

premier ; donc la fradion propofée pfl — ^‘^x)^y/a 

{dx)^ 

-—V a» comme on la trouvé par la première mé- 
thode. 

Remarque. En prenant les racines , on doit 
avoir attention de choiCr pour premier terme 
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une quantité qui ne contienne pas dx ^ .pour 
fécond terme celui qui contient la première puiC 
fancedci/a:, pour troifiéme terme les quantités affec- 
tées de dx'^ , & ainfî de fuite; & l’on doit pouflèr 
faproximation jufqu’à ce que les quantités hors 
du Cgne ne détruifent plus les termes que l’on 
trouve par cette approximation. Cependant il peut 
arriver que le fécond terme contienne dx^ , le 
troifiéme dx*’^ comme cela arriveroit, fi l’on avoit 

' L’on peut ab réger le calcul , en fuppofànt a — a: = r, 
ce quiaonne x—n-^t , & fubftituant dans l’équation , . 
<i_j_/aulieu de r&ii/àlaplacede^fAr.Soitjparexem- 

ia’-^-îa'f — aTT-i~ü — zaay/{aa^-iat)^ 

pie, la fraction , . . ^ i ' T :, — rrT~» 

tr 3 — i aü-t-ti-+-a, a V (ûa — tt) 

qui réfulte d’une autre fradion par la fubftitution 
de r à la place de x — Comme t = x — a 
eft = O , dans la fuppofition de x — a, pour 
trouver la . valeur de la fradion propofée , qui 

devient . ■— , dans la fuppofition de t — Oj 

O 

je fubftitue à la place de t & je trouve 

î ai-tr-zaadt—adx-^ -k-dl^— laay/ {aa - h 

(«a — di^) * 

convertiflànt les radicaux en feries ^ & les conti* 
nuant jufqu’au premier terme , qui n’eft p^ dé- 
truit , par les quantités rationnelles , l’on a 

dt^ 

}/^(aa‘+"2adc) = a-+-dt ^ 

J — — . L’on a aufli (a a — di^) 

Z aa ' 8 
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; a — C^)- Subftltuant ces valeurs 

Z a. 8ai ^ 


& réduifant , l’on a la fradion 


f./i.aadt* 
•— 4 a i U 


^a. 

r> • r r\‘ h.ta — x)* 

Soit la trattion — — , que nous avons 

(a — xy 

trouvée ci*deflus = ^ , dans le cas de æ = j:. Si 
on met r à la place de <z >— at , l’on a — . SublH- 

tuant r à la place de t , l’on a =3, comme 

ci-deflus. 

Soit la fradlon ^ ~ ^ 

b a a — r ab x ~^-b xx 

la fuppofition de x-= a. Subftituant a -\rdx à la 

c d 

place de x , l’on a , toute rédudion faite, — — — . 

^ ùdx^ 

C __ 

s= — . Telle eft la valeur de la fradion pro- 
pofe'c. 

Remarque I. Lorfqu’on eA parvenu à un 
ordre de différentielles ( foit dans le numérateur, 
foit dans le dénominateur ), qui ne s’évanouiffent 
pas par la contrariété des lignes, il n’eft pas né- 
cefTaire d’aller plus loin ; parce qu’en opérant, 
comme dans les exemples précédons j on trouvcroit 


(*) Le terme — étant multiplié pat z a multiplkatcu» 
Au radical , ell æ: — é t* , qui eft détruit par d 
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des quantités infiniment plus petites que celles que 
Ton a déjà trouvées. 

Remarque II. La méthode de Bernoully étant 
fort ailée , on pourra l’employer dans le cas où 
elle peut réulîlr. 

Soit la fradion — = — --- T — ( L défigne 

q x/{t—x) 

le logarithme hyperbolique) , dont on demande la 
valeur , dans la luppofition de x = i. La différence 

du numérateur eft =a — — , celle du dénomi- 


— — Ü X 

natcur étant ^ — x) ‘ = 

donc = — = O, dans la fuppofi- 

tion de a; — I ; ainfî la valeur de la fradion pro- 
pofée eft = O. 

Soit la fradion ^ = - dans la fup- 

I -V ‘ 

pofition de x = i. Différenciant à l’ordinaire, il 

. dx — ( n -f-i ) -v» é.-v' I — 

Vient — — = i — 

— dx ■ — I 

r= n, en fuppofant.v= i ; donc la valeur de cette 
fradion eft = «. Si n = lo , la valeur de cette 
fradion fera lO. 

Soit la fradion — ^ =7» 

• — I -I- Ji/i. X -4- cqf X (*) 


(*) Cmc fraélion devient = §, lorfque x z= 1 j car L. 1 
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8i. 


en fuppofant que x eft un arc de po“, & que le rayon"' 
= I. Prenant les différences & divifant par dx y 

lona i ~ 

cof . X — Jtn . X — fin . x — i * 

à caufe de cof. x= 0 , & de ^n. x=i. 

Parlons maintenant des tangentes qui dépendent 
de la fradion Soit ( fig. 26) la courbe mL/iy dont 


l’équation eQ: y = b ± (a;— < z). 


\/ X ' 

, en tai- 


fant AP=Jc-, POT=j>';ileft vifible mi’à c’iaque 
abfcifl'e il répondra deux ordonnées, mais au 
point i, d’interfedion de deux branches ms, ng, 
il ne répond qu’une feule ordonnée pi, qui ce* 
pendant eft cenfée double , & le point i eft un 
point double auquel répond une double tan* 
gcnteir, iT, dont l’une appartient à une des 
branches de la courbe , & l’autre à l’autre bran- 
che; de plus la valeur de l’ordonnée correfpondante 
au point i fera = ; puifqu’à ce point Kp=.x 
eft — a=L/. 


£n différenciant l’équation de la courbe , l’on 

a = i; xj/'-fL <i) ^ 

a “ 

X 

= -±:dxŸ ^ — , dans la fuppolîtion de x=aa} 

donc dy'"-^ d X*. — sssdx’’ ( à caufe de x= a) ^ 

'' a 

.Jz . — : = I J == ± I = ± I J .donc ' 

(/* * dx 

au point/, il répond deux tangentes quife croifent, 
& font un angle de 47“ avec la ligne L/ parallèl* 
Tome III, F. 
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à AP, Tune dans un fens , l’autre dans l’autre fens. 
Pour trouver ces fortes de tangentes , il faut diffé- 
rencier l’équation ,&fuppofant que l’abfciffe corref 
pondante au point d’intcrfeélion eft=A, &que l’or- 
donnée eft =B, on fubftituera A~{~dx à la place de 
à la place de^jtranfpofant tous les termes d’un 
côté, &prenant pour premier terme toutes les quan- 
tités finies, on prendra pour fécond terme toutes 
les quantités afteélées de dx , ou de dy linéaires; 

f )Our troiliéme terme toutes les quantités qui ren- 
crment dx^ , dx dy,dy^ dont la fomme des expo- 
fans eft=2;pour quatrième terme toutes les quan- 
tités dans le^uelles la fomme des expofans de ces 
différentielles eft = 5 ; &c. Le premier terme fera 
toujours =0; on s’arrêtera au fécond, s’il n’eft 
pas =0,' & alors il n’y a point d’interfedion ; s’il 
eft = O , on ira au troifiéme , & il y aura un 
point d’interfedion. Si le troifiéme s’évanouit par 
la contrariété des fignes , le quatrième indiquera 
la pofitlon des tangentes , & ainfi de fuite. Au 
lieu d’écrire A-^dx à la place de x, dy 

à la place dey, on peut, fi l’on veut, écrire jc-f- 
d X &Ly-k-dy, cela revient au même; on peutaufïi , 
fî l’on veut (e difpenfer d’extraire des racines, faire 
difparoître les radicaux de l’équation avant de dif- 
férencier. 

Soit la ligne du quatrième ordre dont l’équation 
çftj ,4 — ^ay^~ — I 2 fl xy'-~\-j 6 a‘-y^-{-^Saaxy 
x'- — 64 a^x==o. Si. dans cette équation 
on fuppofe X — 2a , on trouvera y = 2fl, dc< 
l’on a une interfedion de deux branches corref- 
pondantes à ces co- ordonnées égales. Ecrivant 
donc 2 a dx Wz. place de jt, 2 a -h d y à la 
place dey, ou fi l’on veut , écrivant x-\-dx au 
lieu de X, &cy-+- dy. au lieu de y , difpofant les 
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quantités de la même dimenfion , les unes fous les 
autres , l’on aura 




•+-iy'‘dy'^ -+-4ydy’-h4/* 


— 8 ay’ — i^ay^ i 4 ûy c/y^ — 8 ady ^ 

«—Il axy'^ — i^axydy — I^ ax dy* — ixadxd^^ 

-+- a’_y* — ^ayydx — i^aydydx 

4 - 48 a* xy-4-^ia^y dy-i-i6 a^dy^ 

'-4-4 a* X* -4-48a^ xdy-h4^^ndxdx * 

•— 64 a* a: H-48a^_p'</A:-4-4aa(fA;* 

-f- 8 ad xdx 

— e^a^dx * 

Pour trouver le rapport entre dx bc d y d’oà 
dépend la tangente, je remarque que la première 
colonne, que je regarde comme un feul terme, 
s’évanouit, en fuppofant jt = 2 <i & = 2 a ; fi la 

fécondé colonne ne s’évanouilToit pas , elle fuffi- 
roit pour faire trouver la tangente. Mais en fup- 
pofant 2 a S)C y = 2 a , d x Sc dy font mul- 
tiplies , chacun par o. C’eft pourquoi je pafle 
a la troifiême colonne, qui ne s’évanouit pas comme 
la première , & négligeant les autres colonnes 
comijie s évanouifllmt devant la troifiême, je 
trouve en fubilituant 2 æ à la place de x & dey , 
&: faifant le calcul, je trouve, dis-je , =8 

dx^ . . dx V8 ‘ 


OU 


= 8=i,& 


dy 


= ± 


. Donc au point^ de la courbe cor- 


dy^ 

^ i V 1 

I 

refpondant à l’abfciffe x —2 il y a deux tan- 
gentes qui font avec l’ordonnée l’une l’angle dont 
• 2 - 1 > 

la tangente elt exprimée par — = -, l’autre fai- 
fant l’angle dont la tangente eft = — , 

Fa 
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^ 

Remarque I. Cette méthode peut réuflîr , lors 
meme qu’il y a des radicaux , pourvu qu’en ex- 
trayant les racines avec la précautioy que les 
quantités finies conftituent, le premier terme, les 
infiniment petites, félon leur rang, conftituant le 
fécond , *troifiéme , &c. ainfi qu’oH l’a dit ci- 
' defllis. ■> * 

Remarque II. Si on différencie à l’ordinaire 
la première colonne du dernier exemple, onaura la 
fécondé ; & en différenciant la fécondé , en regardant 
i/x & comme conftans , & divHânt par 2 , 
on a la troifiéme colonne ; différenciant de même 
la troifiéme , & divifant par 3 , on a la qua- 
trième. 

C’eft pourquoi le rapport cherché dx\ dy 
peut fe trouver , en différenciant félon la mé- 
thode ordinaire. Pour cela on différenciera 
l’équation de la courbe par la méthode vul- 
gaire. Cette première différenciation donnera le 
rapport àt dx'. dy \ mais fi tous les termes dif- 
paroiffent par une certaine fuppofition dex = a 
& dey = i>, on différenciera de nouveau , en 
regardant dx Si dy comme conftans : l’équation 
qui en réfultera fera connoître le rapport cherché. 
Cette équation différera de celle qu’on trouveroit 
par la méthode ci-defïus, en ce qu’elle aura tous 
les termes multipliés par 2. Mais un multiplica- 
teur qui affede tous les termes d’une équation , 
ne trouble pas l’égaHté. Si la fécondé équation 
s’évanouit , on continuera de même jufqu’à ce 
qu’on parvienne à une équation dont les termes 
ne fe détruifent pas par la contrariété des lignes. 
Si l’équation eft compliquée de radicaux , on 
pourra le faire difparoître avant de différencier. 

Soit fuppofée l’équation delà courbe a {y — b y 
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— X (x — = o, cette courbe ( fig, 26 ) eft 

lamêmec^uecelledonton a parlé ci-deflfus. En diffé- 
renciant a l’ordinaire, je trouve zady (y — b') — 
dx.(^x—^ay — 2 x.dx.(x — a ) = o.Si on mp- 
pofej' = b èc X = a, le multiplicateur de dx & 
celui de dy deviennent chacun = o.* C’eft pour- 
quoi l’on a dans ce cas — tl— = — Z — . Je di£^ 

dj' O 

fcrencie donc de nouveau , en traitant dx & dy 
comme conftans, ce qui me donne 2 a dy'- — 2dx'- 
(x — a) — 2 dx'- (x — a) — :2 JP c/j«r‘= O, équation 
qui, en fuppofantjr=a , devient 2a — 2a dx'- 


, d x' d X 

= 0; donc — =si, & = -h i,com- 

djf'- 

me on la trouvé ci-defTus. 

Pour avoir la p^ofition de la tangente de la courbe 
BMC mbn CD (dont l’origine des abfciffes eft 
au centre Cd’un cercle dont le rayon CB=a) 

. C hg. 27 ) défignée par l’ïquation {y' + x'- y 
( x'^ — y'-) & qu’on appelle lemnijcatt , au point 
auquel :>:=o&^ = o;en fubftituant x dx 
au lieu de jc , & y -H dy au lieu de ^ , ou , fl 
l’on veut, en fubftituant o-^ d x 7= dx & o 
dy = dy , au lieu de Jf & de ^ , on trou- 
vera , dis-je, Çdy'- -\-dx'- y = a'-dx'- — a' dy'-, ou. 
en ôtant l’expofant 2 & tranfpofant, dy*-\-2 dy' x 
d x' d a' dy' — a' dx' — Q\ ainfi a' dy' 
— a' dx' = O ( parce que les autres termes dif- 
paroifTent devant ces deux - là- ) , ou a' .dy' 


= a' d x' , 


dy' a a 

d x' a a 


I , 


djy 

TZ 


— rfc I == =fc I* Donc au point C répondent 
deux tangentes qui font un angle de 45-“ avec la 
ligne des abfciffes. 

Fj 
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Remarque^!. On peut employer différentes 
méthodes , ainfi qu’on vient de le voir, pour trou- 
ver les tangentes . Dans chaque cas il eft bon d’em- 
ployer celle qui eft moins embarraffante ; & ft 
l’on trouve quelque difficulté en employant l’une , 
on fera ufàge de l’autre. 


Si l’on arrivoit à une équation de cette forme. 


dx^ 


a*dx . dx 

— ^ = 0 , 1 on auroit = o, 

O* djr djf 


dx' a' . dx 

b' ^ dy 


= ± — ; de forte 


qu’il y auroit trois tangentes au point correfpondant 
de la courbe; l’une feroit parallèle aux ordonnées, 
& les deux autres feroieot avec l’ordonnée un angle 


dont la tangente eft= , l’une d’un côté, l’autre 


de l’autre. 


4y. Remarque II. On peut quelquefois avoir 
la tangente d’une courte d’une maniéré fort élé- 
gante par quelque propriété donnée de cette courbe. 
Pour en donner un exemple , foit la courbe L M 
( fig. 28 ) qu’on ajjpelle épicicloïde ( & dont nous 
avons donné l’équation dans les courb. alg. 70, en 
fuppofant que le cercle mobile eft égal à l’immo- 
bile), cette courbe eft décrite par le mouvement 
d’un point M, fitué fur la circonférence du cercle 
mobile R MP, qui circule fur la circonférence du 
cercle LR B; de maniéré que l’arc L R eft égal à 
l’arc M R , foit que le diamètre du cercle mobile 
ait avec le diamètre de l’immobile une raifon 
d’égalité ou d’inégalité. Pour mener la tangente au 
point M de la courbe , je remarque que le point 
décrivant M eft l’extrémité de la’corde M R qui 
fait un angle droit avec la corde MP , parce que 
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Vangle P MR eft appuyé fur Iç diamètre RP ; de 
plus le point décrivant M peut être regardé comme 
l’extrémité d’un compas qui décrit un arc circu- 
laire infiniment petit M i, auquel la ligne M R 
eft toujours perpendiculaire. Donc la , corde 
MR eft perpendiculaire à l’arc Mi, qui eft 
un petit arc de l’épicicloïde ; & partant MR eft 
normale de l’épicicloïde ; or la normale eft per- 
pendiculaire à la taiigente de la courbe; ainfi P M 
eft tangente de la courbe. Donc pour mener une 
tangente aupointMdcl’épicicloïde, par le point M 
on décrira le cercle générateur, par le centre C du 
cercle immobile , & le point R où le cercle gé- 
nérateur touche le cercle LRB, on tirera la li- 
gnqCRP ; &joignantles points M &R,M& Ppar 
les lignes MR, PM, la première fera normale , & 
la fecopde tangente de l’épicicloïde. Il eft donc fa-; 
cile d’avoir la tangente P MT d’une telle courbe | 
ce qui feroit bien difficile dans tous les cas par une 
autre méthode. Pour décrire par le point M le 
cercle générateur P D Pvl , je remarque que fi du \ 

point C comme centre avec le rayon C^ = CR 
H- R ^ fomme fies rayons du cercle mobile & du 
cercle immobjle , on décrit la circonférence b a f, 
le centre b du cercle mobile fera toujours dans la 
circonférence de ce cerclé; donc fi du point M 
avec le rayon ^R on décrit un arc*^ / du côté 
oppofé au point L , cet arc rencontrera la circon- 
férence ^ Æ / en un point b y par lequel avec le . 

rayon R ^ , on décrira le cercle générateur qui- 
touchera le cercle immobile en R, Si rencontrera 
l’cpicicloï-de en M, 


F 4 
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Dt la méthode des maximis & m'mimis, ^ 

45. Selon ce que nous avons dit ci-delTus (^ 6 ), 
lorlque d^ eft fuppofé = o, la tangente défigné© 

J y 

par - ^ ^ eft parallèle aux abfciflès. Si dans une 

courbe AN a ( fig. zp ) les ordonnées vont en croit 
fant jufqu’à un certain point , puis en décroiflTant, 
la tangente au point M fitué entre A & N rencon- 
trera l’axe du côté de A. 

Mais la tangente m/ au point mfitué entreN&a, 
rencontrera Taxe du côté oppofé ; doncla tangente 
au point N ne rencontrera 1 axe d’aucun côté , & 
fera parallèle aux abfciflès. Or il eft vifible quecela 
arrivera au point N , point auquel les ordonnées 
P M ceflent ae croître pour décroître aufli-tôt ; c’eft- 
à-dire au point où l’ordonnée CN eft plus grande 
que les ordonnées voifines PM,^ m prifes l’une 
à droite & l’aufre à gauche: l’ordonnée C N s’appelle 
alors un maximum. Si la courbe MNot ( fig. 30) 
eft convexe du côté de l’axe P C , il peut arriver 
que les ordonnées allant d’abord en décroiflànt 
jufqu’en N, croiflënt enfuite de maniéré que CN 
foit plus petite que les ordonnées voifin» : dans ce 
ras on l’appelle un minimum ; & alors la tangente 
N n eft évidemment parallèle aux abfciflès. Ainfi 
lorfqûe la tangente eft parallèle aux abfciflès , on 
peut avoir urfmaximum, ou un minimum. Cela peut 
arriver aufli lorfque la tangente eft parallèle aux 
ordonnées (fig. 31); car la ligne CN fe confond 
avec la tangente au point N , ou pour mieux dire, 
cette ligne eft tangente des deux branches MN, 
/tzN , & l’arc infiniment petit N i eft cenfé être une 
ligne droite qu’on peut regarder comme faifant 
un angle infiniment petit avec l’ordonnée L i.Dans 
le triangle reôèangle i N 5 , en faifant le rayon = i. 
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Ion aii = </jy:5N = LC=ï ixi ; l : tan^. s i 

d "K * • • • 

ta= — ^ — . Or cet angle étant infiniment petit, la 

djy • . . , 

raifon de dx: dy doit être infiniment petite, c’eft- 
à-dire , que dy eft alors infiniment plus grand que d jt. 
Cela a également lieu dans la figure 32, mais avec 
cette différence que C N eft un minimum dans la fig. 
31 , & un maximum dans la fig. 32. Donc on peut 
avoir un maximum ou un minimum , lor fque le 
rapport de dy \ dx tel que dy peut être re- 
gardé, refpedivement dx comme une quantité 
• infiniment grande, ' 

Cependant toutes les fois que <^eft==0, on ne doit 
pas conclure qu’on a un maximum ou un minimum ; 
car cela indique feulement que la tangente eft paral- 
lèleàla ligne des .*•; mais la tangente N/7(Hg. 3 3) peut 
être parallèle àla ligne des .r, fans que les ordonnées 
voifines du point N foient à la fois plus grandes ou 
plus petites que l’ordonnée C N, Cela peut arriver 
lorfque la courbe AN de concave devient con- 
vexe ou réciproquement ; mais alors la ligne N n 
peut être parallèle à A P , & de plus être tangente 
de la partie concave AN, & de la partie con- 
vexe N m. Dans la fig. 34.^ la ligne N « eft tan- 
gente des deux branches otN,MN &CNn’a 
aucune ordonnée voifine du côté de la droite; 
jainfi cette ordonnée ne peut être ni un maximum , 
ni un minimum , dans le fens que nous l’entendons 
ici. De même l’ordonnée Ne ( fig. 33 ) = ^ ( en fai* 
fant Ac=j: &' c N ==7) peut être parallèle aux ordon* 
nées , fans cependant être un maximum , ou un mini- 
mum, Cela peut arriver au point eCinfiexion (*). 

(*) Ufl point d'inflexion N ( fig. 3 ; & jy) eft celui auquel une 
courbe de concave vers fon axe devient convexe ou réciproque* 
ment. 


'I 
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Pour connoître le maximum ou le minimum , on 
fuppofera ci abord dy =’o , & de-là on tirera la 
valeur de 1 ’abfcifle correfpondante au maximum ou. 
au minimum. Si lafup^ofitionde dy=o ne fait rien 

A ri ' 

connoître , on fera dx — o ou — - — = oo, ou 


dx 


ce qui revient au même , on fuppofera dy 
parce qu’en fuppofant — — 


:00 


d X 


B 


00 , 


1 

le 


reTultat fera le même que fi on fuppofoit B = o. 
Pour favoir cnfuite fi l’on a un maximum , ou un 
minimum , on augmentera d’abord , & enfuite ondimi- 
nuera x d’une quantité infiniment petite d x. Si dans 
ces deux cas la valeur dej eft plus petite que celle 
qu’on a trouvée , l’on a un maximum , fi elle eft 
plus grande , on a un minimum. Mais on n’aura 
. ni un maximum ni un minimum , fi dans un cas elle 
eft plus grande, & dans l’autre plus petite que la 
valeur de y qu’on a d’abord trouvée. Avant de 
faire l’application de ce que nous venons de dire, 
nous ferons remarquer qu’une courbe. ( fig. 36 ) 
peut avoir plufieurs maxima & plufieurs mini- 
wû C N ; cela eft évident par l’infpeftion de la 
figure. 

47. Problème. On demande la plus grande 
crdonnée d'une demirelllpfe A Na (Jig- 2 ^)- L’équa- 
tion de l’ellipfe en fuppofant le grand axe = 2 a 

bb 

& le petitaxe=2^, eft_y^= (2ax — xx) 

donc2ydy = —^^ (2adx — ). Suppo- . 

b b 

fant dy — o, l’ona 2ydy=2 y x 0=0= —X 
( 2adx — 2xdx ),omadx= 2 x)iXf 2a— 2 x, 


i 
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pi 


&a ~x; c’eft-à-dire ,quelaplus grande ordonnée 
répond à rabfcifle AC égale au demi-grand axe, 
ou , ce qui revient au même, la plus grande ordon- 
née derellipfe répond au centre. 


Si dans l’équâtion = 


ôô 


aa 


( 2ax — xx} 


on fuppofe b — a, l’on aura =2 a x — '■x-x : cette 
équation appartient au ce'rcle , qui eft une ellipfe 
don; les axes fontégauxjdonc dans le cercle la plus 
grande ordonnée pafle par le centre. 

48. Problème. Trouver la plus grande ordonnée dt 
la courbe A N a (Jig. 37 ) , dont les ordonnées C N=z ^ 
font moyennes proportionnelles entre les i ordon- 
nées C rn =y , & les abfciffes A C = x du demi- 
cercle A ma. Soit le diamètre du cercle — 2a, 
l’équation du cercle itx?tyy=i2 a x — xx-, mais l’équa- 
tion de la courbe fera — y x. En différenciant 

l’équation du cercle, ïon?L 2 y dy—2adx — 2 xdx, 

dy = — — iSdL— . L’équation de la cour- 
ir ' 

• be donne 2 [d^ = y d x ■+■ x dy ■=. y d x 
^ C en fubftituant la valeur. 


àtdy')=. 


_ d x-^-axdx • 


Mais au 


.r 


point du maximum , l’on ad^—O, Sc 2 i 


donc 


d X -h a X d X — X X dx 


= O, y^dx 


y 

axdx — X X d X =. 0 , y'- -\r ax — x x 
Et èn fubftituant la valeur dej* prife de l’équation 
du cercle , il vient 2ax — x'-~'t-ax — jc*=o, 
X —2 X X -=0 , — 2 X ■=!= O y ^ a — 2 x,8c 

X — Prenant donc AC = — — , le 
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point C fera celui auquel répond la plus grande 
ordonnée. 

Problème. ^ Trouver la plus grande ordonnée 
dCune ellipfe d'un genre fupérieur. L’équation des el- 
lipfes des genres fupérieurs , en fuppofant l’axe = æ, 

eft — y = a" (a — xy. Donc en différen- 
F 

a ■' 

ciant,Cm-+-/ 2 ) dy=md"~' (a — x)" dx 

P 

— nx” dx ( a — x)""‘:=pô (en faifant 
dy = O, ce qui rend le premier membre de 
l’équation & par conféquent aulïî le fécond = o); 
donedivifant par dx èc. tranfpofant , mx”'~ ^ x 
{a — jc)"= nx^ (a — ar)"~' ,divifantpar jt"" ' x 
( a — X il vient m (,a — x ) = n x , ou 

m a 

ma — mx—nx, ma=:mx-\r nx .x — ~ . 

L’équation des cercles des genres fupérieurs ne 
différant de l’éqüation des ellipfes des genres fu - 
périeurs qu’en ce que dans les cercles Æell = /,ce 
qui n’arrive pas dans les ellipfes , en fuivant le 
même procédé , on trouvera de même que l’or- 
donnée correfpondant à l’abfcifie x —-^ — eft 
‘ m -i- n 

un maximum dans ces foites de courbes. 

y a 

Si & n= 5 , on aura j;= — - — . Si 

6 a . f. 

JB =6 & «=I , Ion aura jc= ; & amii 

7 _ 

de fuite , foit qu’il s’agiffe d’une ellipfe ou d’un 
cercle des genres fupérieurs. 

yo. Problème. Trouver la plus grande ordonnée 
de la combe A MB {fig. 3^ ) , dont la nature efl 
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qut U diamètre A b fait toujours égal à Caxt AB , 
aujfi bien quà la ligne droite m M menée par le point A 
à chaque point M&mdela courbe ù du demi-cercle Am b. 
Soit AM = ^, PM=_y, Ab = a-, donc m A 
= a — i. Parce que b A eftperpendiculaireà AB, 
& qu'il en eft de même de P M, les lignes b A, 
P M font parallèles , & les angles AMP, mAG 
correfpondans font égaux ; & parce que de plus 
les angles V 8c b m A font droits , les triangles 
^ otA, P MA font évidemment femblables, & par- 
tant PM:AM:: A m : Ab , on y : ^ : a — 
ay = ai — ady =a d^ — 2^ </{= O, en fai- 

fant dy—o ; ainfi a — 2 { = 0 , 8c i = Mais 

l’équation d_y= a i — n, donne ( en fubftituant fe 


valeur de 


a a 


aa 


aa 


8c y 


s== — . J donc dans le cas 4u maximum , l’on 
a (AM)*=— ^ =CPM>^H-(PA)%ou(PA)* 


aa 

4 

&PA=i/’ 


aa 

1 6 

1 6 


4 aa 
1 6 


aa 


I aa 


1 6 


1 6 


= -K3. 


51. Problème. Trouver la plus petite ordonnée de la 

courbe M N m ( fig. 31 ), dont l'équation ejly —a=: 

i î- * 

— % a x-^ XX )>. Donc rfy ==| \ a.{ — i a dx 

3 

-\-xx d x). [aa-vax-p- xxj ^ , ou (A) dy = \ a. X 

( — z»dx-^-^xdx) fo - r , I 

- — ï— — • Si on.iuppofe dy = o , k- 

i ( a * — r+- **)7 


(*) Ce dernier angle ell appuyé fur le diamètre. 
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numérateur de la fradion devient ye.( — i a dx-\-z xdx) 
= O , d’où l’on tire — i a -f- i x = o, ïa:=:i(7, x a 
î= A C. Si on fuppolè d y infiniment plus grand que dx , 

4 y \/ *■ ( — Z a •+• Z x') 

U X ' 


l’on aura 


, & fup- 


3 ^ d « — Z « A-<-.ï X Ji I 

pofant le dénominateur de l’une & l’autre fraftion = o , l’on 
ai'ia d x=:o ,Sc a a — z a x A:Ar = o;&en prenant la 
racine , il vient a — .v = o , & ^ = a. Lorfque cela arrive ainfi , 
c cit une marque que le point correlpondant N appartient à 
jrlufieurs brandies delà meme courbe j & que le multiplicateur 
tjC dy , au/fi bien que celui de dx, cft =: o. En effet, fi 
dans ce cas on fait difparoître la fraftion de l’équation A 

cî-dciius , on aura 1 équation dy X j ( a a — z a x -t- xx'^^ 
— Vû. (: — Z a Z X.) dx , qui, dans la fuppofition 
d»a:=a, devient dy x o = o X d x , oa — — = — 

&1 ordonnée ÇN eft la tangente des deux branches NM, 
N /n , ou, fi Ion veut, les ^eux tangentes de ces branches, 

, fe confondent au point N , ne formant plus qu’une feule li- 
gne N C. ^ ^ 

Sî. Problème. Trouver la fias grande ordonnée d’une 
cemi - cicloide raccunie A MB (Jîg. 39 )• Suppofant la 
demi- circonférence du cerde générateur = C , la baiè de cette 
cicloide = D , l’arc de cerde A n = x , l’équation de la 
courbe rapportée au diamètre A g du cercle générateur, fera - 
(iclon ce i^u on a dit dans la première partie de cet Ou- 
Vrage courues tranffendentes n°. lo ) p m = y zz= fin. x 

}doncdy=d,(J!n.x')-i — Pour avoir la diffé- 

Knîiellc dejin. x = p n , je tire n s perpendiculaire àfi , je fais 
^ P } Sc j’ai b P z= a — ^ , 8i s i = d ( p n) ( en fuppofant 
les ordonnées /i ,p «infiniment proches) ; ainfi n i-=-dx. Or 
ks triangles bnp , n is ayant leurs côtés perpendiculaires , 
lont femblables ; donc bn: h p :: n i : s i , ou a: a — { : : 

dx ;^sl =d, (p n ) z= — - • Donc en fiibftituanc 

catte valeur de d. (fi„. x ,) , _j_ JI±f ' 




C n H X a D» 


<»C • 


: O ( en fuppofant ~ o ) i 
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— a _) î_ — . C’eft pourquoi l’on aura l’abfciflc A P corret- 

ponclante à la plus grande lirdonnée PM, en ajoutant , au 
rayon A ô une ligne i P troifiémc proportionnelle à la demi- 
circonférence du cercle générateur, au rayon a du même cercle 
& à la bafe D de la cicloïde lacourcie. 

Î3. Probième. Trouver la plurpetirt ordonnée d’une 
courbe exponentielle dont l’équation eji y = x* 17 

De l’équation à la courbe , on tire L.jK = Af L. a- , — — 


£= dx .' L . X - i - X . ( 


')> djr z=.y {dxL.x-i-dx) 


s= O , en fuppofant dy= o\ doncjr dx = — _y. d x. L. .r , 
ou 1 = — h. X. Prenant donefur l’axe R A de la logaritbmi- 

Î ue rabfcilTe négative A q = AB=i,il viendra bq — x^ 

L ç = I = — L. X. C’eft pourquoi parle point 4 , menant 4 a, 
fordonnée correfpondante au point a fera la plus petite ordon- * 
née cherchée. Voyez ce que nous avons dit ci-defTus ( ip ) 
fur la nature de cette courbe. 

Si Ton ne connoIflToit point aflez la figure de la 
courbe pour juger fi l’on a trouvé un maximum 
ou un minimum , ou meme fi l’on voulait favoir ' 
fi la courbe a un maximum ou un minimum , on s’y 
pren droit comme dans les problèmes fuivans. 

Problème. Chercher les roaxima & les minima . 

de la courbe dont V équation e(l -J- = — , 

a x a 


Donc 


^ = — = o,en fuppofant dy 


„ r, a X a d X t 

ï= O ; & par conlequent = ^ , 

a X* 

= — — , = a,x'-—a'^)CXr==:t-d£idaa—-^a. 

x' a 

Donc les tangentes correfpondantes à l’abfcillô 

pofitive -h a & à rabfcilTe négative — ; a, feront 
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parallèles aux abfcilïês. Mais pour favoir (î l’or- 
donnée correfpondante à rabfciffe -h eft un 
maximum nn mmimurn , jefubftitueaà la place 

de.*- dans l’équation de la courbe, &j’ai — 4--I 
OU 2 = -^, ouy—2a. En augmentant 

a a 

rabfciflè a d’une quantité infiniment petite dx, & 
fubftituant dans l’équation de la courbe a-]rdxï.\ 9 . 

, ,, . a-i-dx a y 

place de AT , il vient — -h = , 

OU (en féduifant les fradyns au même dénomina 
teur, prenant leurfomme, & faiiant difparoître 

i aa •+^^ adx-i-d x^ , 

le dénominateur y ) —y» 

dx* 

ou2tf-4- == y» quantité plus grande que 2<r; 

a-hd X • _ 

Si on diminue rabfciflè a de la quantité J*-, en mettant 

dx* 

a^dx à la place de , on aura =2 a-+- 

qui eft encore plus grande que 2 a. Donc puifque 
les ordonnées croiflent de deux côtés, il eft évident 
que l’ordonnée 2 a correfpondante à l’abfcifle a eft 

un minimum. . 

Par la même méthode , en prenant 1 ablciUe x 

négative l’on aurajj'=— 2a; & fubf- 
tituant — a -drdxl la place de *, Ion trou- 

dx* dx* 

,vera^=:— 2a-q- — 2a ^ 

( en changeant tous les lignes du numérateur & 
du dénominateur , ou, fi l’on veut, en multipliant 
le numérateur & le dénominateur par — l ). 
Mais en fubftituant — a— au fieu de a:, l’on 

aura 
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dx'^ 


; donc pïlirque les 


aurav = — 2 a — 

a-^dx 

ordonnées voifinesde rôrdonnée négative = — ' 2 a 
font des quantités négatives toutes les deux plu» 
grandes que — 2 a ( ^ , l’ordonnée — 2 a c(t ua 
minimum négatif. 

Si on propofoit de déterminer fi la courbe de l’cquation 
d^y = ( a — A.- ) a quelqu»maA/mum ou quelque minimum 

d’ordonnée , l’on auroit a* dy — x x d x ( a — x) — x^ d'x 
qui , en faifant d y— o , donne z x d x. ( a — a-)= x^ d x, 
Z a jjc — Z X X =x^, Z ax j atx, équation qui peut 
avoir lieu, en fiippofant x—o. La divifant par x = o, l’on 

2 a 

a Z a — ^xz^o , xa=j x , x'xx . La valeur de 

3 

* = O ■ fait Voir que la ligne des abfcifles touche la courbe 1 
l’origine des abfcilTes. La deuxième valeur de x étant fublü- 

4 ^ 

tuée dans l’équation de la courbe , donne y = ; aug- 

uaffti 


'mentant l’ab^ifiè 


de la <|uWtité d x , l’on a 




jy 


î 

4 « 

17 


dxŸ X ( — ion tire 

3 

dx^ ’ d ^ ^ 

^ — . — ■ , quanticé plus petite 


que — ^ . Si on diminue l’abfcifie enfubftituant dXy 


i 7 


au lieu de ac , on aura^y = 


4 » 


i 7 


dx > 


4 « 


qui (à caufe de. dx’ < dx^) eft plus petite que .Donc 

»7 


4 « 


puilque les ordonnées voifines de j = font toutes les 

X 7 

deux plus petites que -, cette ordonnée eft un maximum. 


(*) Car i! eft vifiblp que — zo a — 0=:— . 
quantité négative plus grande que — i o. a. 

Tome HJ, 


Z I. a eft une 

G 
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yy.PRC^LêME. Déurmintrfidans la courbe de l'équa- 
tion a ay=x ^ — 3 a -i- ^ a’- x il y a quelqn ordonnée 
qui foit un maximum ou Un minimum. Par la na- 
ture de la courbe , en différenciant & fuppofant 
dy= 0 a 3 XX dx — 6 a xdx-^^ a a dx-=-0, 
ou ( en divifant par ^dx) x'- — 2 ax aa=o , 
ou ( en prenant la racine) a: — a = o, ôcx—a: 
donc la tangente au point; de la courbe correl- 
■ pondant à rabfcifle x = a, eü parallèle aux abf- 
cifles. Mais il ne s’enfuit pas pour cela que l’or- 
donnée correfpondante foit un maximum ou un 
minimum'., car fubftituant a au lieu de x dans 
l’équation de la courbe, l’on trouve Subf- 

tituant a-\-dx au lieu de a-, l’on trouve^ =a 

1-1 . Mais en fubftituant a — dx au lieu 

a a 

dejc. l’on a v=d-^- . Donc puifque les 

ordonnées croifTent d’un côté, tandis qu elles dimi- 
nuent de l’autre , l’ordonnée y a n’eft ni un 
maximum ni un minimum. 

^6. Problème. Déterminer Jî la parabole a quel- 
qu'ordonnée qui foit un maximum ou un minimum. 
L’équation de la parabole e&y'-=p x', donc lydx 
P d X fuppofant dy = O, l’on a pdx = o, 
d’où on ne petit tirer aucune valeur de x. Sup- 
pofons donc dy—ca , l’on aüra/K/x= 00 ; d’ou'^ 
l’on ne peut non plus tirer aucune valeur de x ; 
ainfi la parabole n’a ni maximum ni minimum. 

$7. Problème. Déterminer fi dans la courbe de Véquatîon 
ay ^ — i a ay-=.x^ • — -j a **-<-3 aax — j. ily a quelqu'ordonnée 
qui foit un maximum ou un minimum. Ditlcrencianc & fuppofant 
dy = 0, l’on TL^x^dx— 6a x d xH- iaadx = o,oaen 
divifant par ^ dx , x x- — x a x a a= o , ou (en pre- 

nant la racine) x — a=o,&*=:a. Subftituant cette valeur 
dcxdansréquationdclacourbe,l'ona<t^’— X a ayxx-r-a.^. 
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ou ( én divifant par a & tranfpofUnt i a y-ha a ==o ; donc 

(^n prenant la racine ) y — a=o,ji= a. Si à la place de * 

1 on fubftitue a-\-dx , l’on trouvera aj* — i a’ j = a* 

•^dx\ équation d’oiU’on tire (entranfpofant&difrifantpara) 
d 

yy — -i. a y 4-fltf = — j&en prenant les racines,^ — a=s 

" dx 

rt V > y ~ a+ix V • Si l’on prend donc le 

• 4 

ligne •+- , l’on aura y'y>a. ; rnaîs fi l’on prend dx avec le fi- 
gne — , c’eft-à-dire, fi l’on prend — dx, l’on aura une 

quantité imaginaire pour la valeur de_x. En effet, V—— 

A 

dx^ 

devient dans ce cas = V ( — ) . Donc la courbe de 

réquation propofée n’a ni maximum ni minimum dans le fêns 
que nous 1 entendons ici. 

Remarque. Si l’équation qu^ doit donner le maximum 
ou le minimum étoit abfurde , comme fi l’on trouvoit ^ a = z a, 
ou î i = O , le maximum ou le minimum indiqué pat cette 
équation n’auroit pas lieu. Si en augmentant l’abfcifTe trou- 
vée d’une quantité dx infinimem petite , on trouve ufie va- 
leur imaginaire de l’ordonnée , ce qui arrive dans une cour- 
be M N m ( fig. 34 ) qui n’a aucun point au-delà de N , tan- 
dis que l’on trouveroit une valeur réelle , en diminuant l’abfi- 
cifiê de la quantité dxj c’eft une marque que la courbe n’a 
Hj maximum ni minimum dans le fens qu’onVentend ici. 

Il ne fera pas hors de propos de dire quelque chofe de la 
méthode que l’on peut fuivre pour trouver les maxima & les 
minima dans les courbes dont les y partent d’un foyer. Pour 
cela , on cherchera (41 ) en fuppofant dj/ = o ou dx =0 
la tangente perpendiculaire à l’ordonnée f ou bien la tan- 
gente parallèle a l’ordonnée , ^qui fî confond fouvent avec 
cette ordonnée ; or il eft vifible que fuppofer d xx=o dans 

dy J 

la fr.a<ftion — — , c eft la même chofe que fuppbfèr dy~a > . 

j 8 . Problème. Déterminer fi dans la courbe dont l’équation 
y* ^ y •» 

ejld?= — r; — ^ il J' a quelque maximum ou quelque aû^ 

* V ijy — * « ) 

nimum d'ordonnée , d i(*) défign am un arc injînimem petit 
(*) L’arc eftie même que celui que l’on a fait = 4 ' 

G 3, 
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décrit d’un rayon Tranfportez l’équation de la courbe à 
un arc d’un rayon conftant = a , en fàilant j : a : : ^ : dx, 

ydx yix yydy * 

OU </ ?= ; ce qui donne , 

4 4 •yjiyj — »*) 

y d y _ J 

ix— . Si dans cette équation on fiippolê dy=o^ 

y/(yy — 44 ) 

l’on a dx. \/ (y y — a a) — o, V {j>,y — 0(i) = o , 
= aa , y = a. Donc la' tangente correipondante à l’or- 
donnée a fui eft perpendicula’ire. Pour favoir fi l’ordonnée a 
cft un maximum ou un minimum , il faut intégrer les deux 

membres de l’équation dx.= == y d y X 

V (jJ— 

(yy— «•!)'*. Maisjydy eft la différentielle de la quantité 
variable y y qui eft fous le ligne , tft , dis - je , la différen- ■ 
tiellc divifée par z ou^ multipliée par i ; donc x = 


— ■ — — = — a a ) ». En fuppofanc 

y dy 

_j' = a, l’ona V(jl'j — aa) =z o = o. L’équation 

X~{yy — donnex*=j y — aa,y—\/[xx-^-aa) 
s=V ( OQ aa ), en fuppofant x = o. Si l’on aug- 
mente :*■ de la quantité infiniment petite d x , l’on aura y 
— V ( d X» -H/ >V a a-, fi l’on diminue x de la quan- 
tité d X , c’eft-à-dire fi l’on fubfticuc — d ac à la place de 
ou de X , l’on trouve j = V ( da:»-+- aa) ; donc puifque 
les ordonnées voifines croifTent toutes les deux, l’ordonnée a eft 
un minimum. , 

Pour décrire cette cqur'be , avec un rayon =a ( fig. 40 ), 
décrivez un cerdle , 3^’ prenant le point A pour l’origine 

des AT = AP , tirez CPM = y [a'- -l-AP*) = 
V (dj-l-Atx). Si l’on lait Ap= — « x & qu’on tire Cp w ~ 

(aa-h ‘Ap ) == V ( a a-^- xx), les points M & m ap- 
partiendront à la courbe. En effet de l’équation_y» z=ua-^x x , 

on îite x= {y y — a , d x = ^ X z yf d y X 

i a“T y^y 

\^jy ’ == ^ . Maintenant fi avec le 

’ V iyy — » *) 

rayo^ C M z=ay l’on décrit l’arc infiniment pètit M n = d ^ ..le» 
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feaeurs femblables C M n, C Pi donaeront CM : CP :: 

’ dz :Pi— dx= ' . Subftituant cette valeur de d x 

4 a & 

dans l’équation qu’on vient de trouver , l’on a 

^ y dy , yydy , . 

(y y — * *) * \ {yj~" *“) 

de la courbe. 

R E QUE. On peut voir par là que pour déterminer le 
maximum ou le minimum dans ces fortes de courbes, il faut, 
fi l’on a l’équation par rapport à un arc décrit d’un rayon 
variable , la changer en une autre dans laquelle l’arc dx foit 
décrit avec un rayon conlbant , intégrer enfuite & voir fi en 
ajoutant & en retranchant l’arc d or , les ordonnées croilTent ou 
décroHTent en même temps. Dans le premier cas, l’ordonnée 
cft un minimum, /mais elle cil maximum dans le fécond cas. 
Si les ordonnées croilTent d’un côté & décroilTent de l’autre, 
on n’a ni maximum ni minimum -, mais feulement la courbe 
de concave devient convexe ou réciproquement , & l’on a un 
point d’inflexion. 

jp. Problème. Déterminer le maximum ou le minimum 

yyéiy 

dans la courLe dont l’équation ejl dx ~ • • — 

en fuppofant dx un arc décrit avec le rayon variable j', 
Tranfportez l’équation à un arc décrit avec le rayon a , en 

faifant y : d x :: a : d^[ , d’où l’on tire dp: =s j 

^ J X, y y d y 

donc ^ ,d\—ydy[aa — yy)~^* 

• ay/iaa—yy) 

X 

lz= — {aa—yy)’^,Z^=aa —yy ; ainfi Ç., cft = + 
V {aa — J'y)) ce qui fait voir que Tare ^ cft = o lorf- 
quc_x =a, & imaginaire fi a. On a aulfi_y * = a a — = 

\ ( aa — = V (ua — oo) = a , lorfque l’ordonnée y 

eft la plus grande poflible. Si on fubftitue o-f-d^,ouo — dç 
à la place de p , l’on ay = V (u a — d\’) \J a a \ donc 
l’ordonnée a eft un maximum. 

Pour décrire cette courbe , on prendra un rayon C A = a 
(fig. 41), avec lequel on décrira un cercle. Prenant le 

G3 
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[ )oint A pour l’orkine des arcs ? = A P, A p , .on tireii 
es rayons CP, Cp & prenant C m = (aa — f^),ou 

Î )renant Cm moyenne proportionnelle entre a -t- f & a ' 
e point m appartiendra à la courbe. De même prenant Cn 

^y/(aa — Ap ),le point n appartiendra ^ufli à la courbe. Si 
l’on prend l’arc A ^ = J = C A , l’on aura j =\/ (a a — { ^ ) 

== \/ O == O , ce qui prouve que la courbe pafie par le cen- 
tre C du cercle générateur. On voit aulTi que la tangente A T 
eft perpendiculaire au rayon C A. Si en fiippofant l’arc d f 
déait avec un rayon confiant = rf, on avoit ré||j^tion dç 

— — - — - — J- , en fuppofant djy = o, l’on auroit 
(yî-«»)T 

(_y* •— a* O , = a* , y =: a. Mais en intégrant, Top 

P J = S. J* dy, (j>^ — a» )’’T = J. ( >’ ~d’)T. Puifque O 
J = O lorfque y = a , i la place de ^ , écrivez o d ^ , & 

’ \ous aurez^ = ( a» - 4 - ^ d^’ )* . Alais en écrivant o — d ç 

l’on a y = ( — y. d^’ )'5’ , la première valeur eft plus grande 

& la lêconde plus petite que a ; donc l’ordonnée a n’eft ni 
jpaximum ni minimum. II n’eft pas maintenant difficile de voir 
comment il faut s’y prendre lorfque dy eft infiniment plus grand 
que d X. 

6 o, Problème. D'un point donné L fltul fur 
P axe d'une courbe , mener à cette courbe la pim couru 
ligne\j M qu'il foitpoffible (Jig. 4a ). Soit AL = ^, 
AP = Jf, PM=j: donc VL = b — x ; 
mais le triangle reftangle M L P donne ( M L)^ 
:==(PL)^ -l-CPM)‘ = ^^ — 2b x-V-x x-V-yy 
ï= ç ^ , en fuppofant M L = r. Si l’on regarde { 
comme l’appliquée d’une courbe , & qu’on lafTe 
di — O dans le cas àn minimum, on aura — 2b dx 
-f- 2.x d X -+- 2 y dy = 2^. d?— o, y dy 
x=bdx — xdx (en tranfpofant & divlfantpara); 

donc — . s= b — a: = P L. Or ( félon ce 
dx ' 

^ A Y 

qu’on a vu ci-deflus) — eft la formule de 


( . 
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la fous- normale ; donc P L eft la normale. Si du 
point C fituéducôté de la concavité de la courbe, 
on vouloir mener la plus courte ligne CM, ayant 
. tiré les lignes CM parallèle & C/? perpendicu.- 
laire à l’axe, je fais A p = f, C.p^mV = c,8i. 
j’aiMffz=_y — c , C /72 =/> P = /— jc; & faifant 
CM , il vient {;^=:(M772 )‘ -+-( Cto)‘ ~y^ 
-+-// — 2 fx XX. Différenciant 
Sc fuppofant d[ = O, j’ai 0= 2 y dy — 2 cdy 
dx-\- 2 xdx\ tranfpolant & divifant par 2 , 

ly 

ilvient</yx (y — c)=dx x (/ — — 

a X 

y* — • X . , , 

= ; en multipliant tout par y , l’on 

j'—c 

a — 12 , d’où l’on tire M.m=x: 

a — X — c 

y—c:Cm=/—x::y = FM:PL='^; 

dx 

donc C M eft normale. 

Si le point N , ' duquel on veut mener la plus 
courte ligne eft hors de la courbe , ayant abaiffé 
le perpendiculaire N B , je fais la ligne connue ( le 
point N étant donné la diftance de ce point à l’axe 
eft cenfée connue ) N B = c , A B =i:/, & menant M n 
parallèle à l’axe A P , j’ai M « = B P = •— /, 

N « = c — y, & faifant la ligne N M = ç , il vient 
= CN/i/h-(M/2/ = (c— y)" •+■ (y— /)^ ffn 
différenciant, l’on a 2 ^<^{= — 2 dy ( c — y ) 
-^ 2 dx y. (x — /). Faifant dj;^—0, dlvifrtit 
par 2 & tranfpofant , d x y { x — 

dy X— f y dy {x—f)y 

\ ^ "—J' } , — y — y 

a X c — dx c — 

d’où l’on tire c — y =:N n : at — f=n M : ; y = 

G ^ 
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M P : PL = ; donc la ligne N M eft normale. 

Si la courbe avoir une fécondé branche A 
dont les points correfpondans à ceux de la bran- 
che AM fuflènt également ék)ignés de Taxe AP, 
il eft vifible qu’alors Rf normale à la branche As , 
feroitla plus courte ligne qu’on pourroit mener du 
point R fituéau-deflbus de l’axe, à la branche As. 

Corollaire. Il eft aifé de comprendre que ft 
la ligne AM étoit droite au lieu d’être courbe, la 
plus courte ligne qu’on pourroit lui mener d’un 
point quelconqueL , C, N fcroitda perpendiculaire. 

Pour réfoudre un grand nombre dequëftions qui 
dépendent de la méthode des maximh & minimis, on 
exprimera par une fonétion de a (*) la quantité qui 
doit être un maximum ou \xx\jrànimu!n\on la fuppo- 
fera enfuite égale ^ une puiflance de y , que l’on 
diiférenciera en s’y prenant comme fi l’on vouloit 
chercher la plus grande ou la plus petite appliquée 
d’une courbe. 

6 l. Problème. Trouver un rectangle qui fait U 
plus grand de tous ceux dont la fomme de la bafe & 
de la hauteur ejl la meme & = 2 ^ 7 . Soit x , lü bafe 
du redangle cherché , retranchant x de2a , l’on 
aura la hauteur =2 a — x , qui étant multipliée 
par .V, donne 2 a x — xx, furface du redangle 
cherché. Je fais cette quantité z=yy-, donc en 
différenciant & faifant d y = o , l’on z 2 a d x 
' — 2 X dx = o ,2 rf=2 X , hcae=x-, doncla bafe eft 
égale à la hauteur, & le reftangle fechange en un 
quarré dont le côté eft = moitié de I« fomme 2 a. 

Remarque. On peut voir aifément que le 


V (*)Une fonftion dex eft une exprertîon dans laquelle xèa- 

> ttè , foie qu’il y aie des conftantçs ou non. 
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réfultat feroit le même , en différenciant 2 a x — xx 
& fuppofant fa différentielle = o. Ainfi on j)eut fe 
difîîenfer d’introduire 

Corollaire. Si 2<z repréfente une ligne 
qu’il faille partager en deux parties x& 2û — x, 
dont le reétangle doive être le .plus grand pofTible , 
on trouvera que;t = Æ, c’eft-à-dire , qu’il faut 
partager cette ligne en deux parties égales. Si 2 a. 
repréfente un nombre qu’on veuille divifer en 
deux parties xdc 2 a — x^ de maniéré que le pro- 
duit 2a X — XX foit le plus grand poflible , l’on 
aurax = a, c’eft- à-dire, que les deux parties 
feront égales, & chacune fera la moitié du nom- 
bre propofé ; de forte que fi ce nombre eft i 2 , 
les deux parties feront chacune =6, & le pro- 
duit 3 6 fera le plus grand qu’on puifTe faire, en 
prenant pour produifans les deux parties de i 2. 

Si on doutoitque le réfultat fût un maximu//io\i 
un minimum , on fubftitueroit a -\~dx dans l’ex- 
prellîon 2 a x — x & l’on auroit2 a'--\~2 adx 

■ — a a — 2 adx — dx^ =.aa — dx^. Subftituant 
enfuite a — d x au lieu de x , l’on auroit 2 aa 
— 2a d X — aa-\- 2adx — dx^ ^ aa — dx^, 
donc puifque les deux réfultats font tous deux 
plus petits que aa, qui vient de la fuppofition 
de dy=.o, on a trouvé un maximum. 

62, Problêm*. Infcrire dans un cercle le plus 
grand rectangle pojfible. Soit fuppofé ( hg- 45 ) 
AUnm, le reéfangle demandé, ayant mené les 
diamètres FG , hi parallèles aux côtés du rec- 
tangle , ce redanglc feradivifé en quatre redan- 
gles égaux dont l’un fêla LtgB; ainfi fon 


(*) Car un diamètre perpendiculaire à la corde d’un cer- 
cle, la divife en deux également. (Voyez la Géométrie). 
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quadruple fera évidemmetit égal au redèangle cher- 
ché. F^ifant lé raj^on du cercle = æ & comptant 
les abffifler depuis le centre, l’ordonnée B g fera 
— y^ {a a — XX ), &: le reâangle BgCLfe- 
ra = .r|^ ( a a — ^ x ) , dont le quadruple 
^xl/' (a a — X x)= l^x}/^ (aa — x x), en fuppo- 
lant4=£^, fera le'plus grand reétangle cherché. 
Différenciant cette quantité & fuppoflmt la diffé* • 
rentiellc = o , l’on aura b dx ^ (a a — x x) 

__ » 

~^bxxdx (a a — xx ) ‘^=o, ou en divifant par bdx 

I 

& tranfpofant ,]/ (a a — x x) — x x. (a a — xx)"^; 

multipliant tout par ( a a — xxÿ , il vient a a 
^ X X z=xx.( a a — x x)°'= x X', donc a a=x 

2xXfX^^ “ j X=\/' — . Subftituant 

I ( Z 

cette valeur dans ^x ( aa — x x ) , il vient 
4 (aa X =.BAmTi,ôc l’ona B g=x 

a a 

(aa — X x)~\^( a a — \ a a) =.\^———xi 

donc le reélangle B gf CL a fesdeux côtés B^, Cg 
égaux ; donc ce redangle & par conféquent fon 
quadruple , eft un quarré ; donc le plus grand rec- 
tangle qu’on püiflè infcrire dans un cercle, eft le 
quarré. . 

63. Rem AR Q UE. La valeur de x, que nous 
venons de trouver , feroit la meme , fi avant de 
différencier on eut ôté le multiplicateur conf- 
tant b, Ainfi on peut en ufer de racme toutes les fois 
qu’il s’agit de trouver ^n maximum ou un mini- 
mum, En effet , fuppofons que y repréfenta 
une quantité qui doive être un maximum ou un 
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minimum , fy différentielle , en faifant dy = o, 
fera -T- dy — j— X o = 0> la même qu’on eût 

b b J 

J 

trouvé en ôtant les faâsurs a Sc - 7 —. Si cette diffé- 

■ ^ 

rentielle eft fuppofée ^ dy — - — j- — — y - ^ * , & 

qu’alors on fuppofe dy^co, l’on aura ( a — xy 
= 0 , a — x—'o, X —a , la même que fî y feul 
eût dû être un maximum ou un minimum ; on peut 
donc avant de différencier ôter les multiplicateurs 
& les dlvifeurs conftans de la quantité qui doit 
être un maximum ou un minimum : ce qui fort à fîm- 
plifier le calcul. 

6 4 . P R o E 1 . i M E. Trouver la plus courte ligne F ilf 
qu’on puife mener entre les côtés indéfinis d'un angle 
droit FB'M par un point D fiiué entre fies côtés (fie. 44 ). 
Ayant fait le leiftansle PCB A ,• foit AB — a , BC ■=: b , 
A F=ar, on aura ( F P)-=r ( AF )’-f-(AD )- = (AF)‘ 
»t-(BC)*=.T^-4-4*,& FD=\/( -f-ar -v).Mais à caufe 
des triangles fetnblabics FAD&FBM, onaFAtFD :: 

FB :FM, on X : y/{b b -+- X x) :: <z-f-A;:FM= 

s X 

X y/ ( b b -h X x). Suppofant cette quantité & difFçrçtî- 

. .• (xdx—‘étdx^xdx) 

ciant , il vient iy =a X V (i b~^x x)-+- 

(«-f-*) a J X 

XiXz x,dx,{h b-\-x x) X 


cJx •i^XXéf 3i 


■ , , En réduîfant au meme dénominateur, 

— ébhdx^nxxdx^^Axxix^xxxdx 

Ton Z dy— — ;; ’ 

, X* y/(^hb-t-xx) 

Réduifant & fuppoftnt d^~o , ûtant le dénominateur & divifà.nt 

par d'0,. il vient — abb-+-x^ = o,x^=abb8c x= y/ a b t. 
Si donc on cherche deux moyennes propordonnelict enue i 
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& a , la première fera = x (*) ; prenant donc A F égale i , 
cette première moyenne proportionnelle, par les points F 
& D , on tirera FDM, qui fera la ligne cherchée. Si dans 

. — d ax X 4 X 4 X 

I cxprelTion t — — = 


— a bhd 


* -4-x’ 4 X 


x^^ ( -f- X *) 

on fuppofè.dj infini, l’on aura 


*■> V ( bb + x x ) 
x’’ {b h -h-x x) = 0 , ll-^xx=o,xx— — hl 
+ V ( — b b), quantité imaginaire qui fait voir qu’il n’y a 
a pas d’autre minimum que celui qui eft indiqué par x = 

■y/iabb). 

- RErr arque. Pour avoir x , on décrira autour 
raxcAril(fig. 4î ) avec un paramétre= /> la parabole ADP; 

b ... 

prenant A B = & menant B C perpendiculaire à Taxe AM 


& = , du point C avec le rayon C A , on décrira un arc de 

2 

cerle AND, qui rencontrera la demi - parabole A P en un 
pointD; & l’ordonnée D M fera =x. En eftèt "DF = D M 

— CB =i X . Mais par la nature de la parabole , A M 

Xi=(DM)% ou (AM)=- 


XX h 

— J donc 6 M = — 
h Z 




. Et parce que CF = BM, l’on aura ( CD )* 

. • 

* * ^ **’'*., 

— )-!-( — ) , quantité qui fc réduit 


, ** .X* b^ 

à — ax~i H i . De plus , C D=C A , 

4 4 . 

b h Aa b b 

& (CA)* e=(AB)»-t-(GB)» = 1 ;donc 

4 ■ 4 4 

l*) Soit* la' première, ^ la Icconde moyenne proportion-* 
nellc cherchée ; donc on aura -:-r i : x : ^ : a (voyez le 
calcul ) ySc b^ ix^ : :b •. a , a — x* b ^ — b ^a^xx^ ' 

\.b b a. 
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tranfpofant & réduifaiic, =ax,x*=bbax, ;c> 


3 

i=bba , *== vaZii J donc Dj^ A: .V. 

Remarque. La progreflion -fr t \x a (derniete 3iote) 
donne b : a :: i* : jc* , & en renverfànt la proportion, x^ : 
b^ :: a : b) donc II j eft double, ou triple, ou quadruple, 
&c. de Z» , le cube de x lera double , ou triple , ou quadruple , 
&c. de celui de b donc on peut facilement réfoudre le pro- 
blème de la duplication du cube par le moyen du cercle & de 
la parabole. 


ôy.PROBLÊME. Infcrïrt U plus grand triangle 
poffible dans un demi- cercle A Bm {fig. 46' ). Soit 
le diamètre Ato = & le côte AB a;. 

Puifque l’angle B appuyé fur ie diamètre eft droit, 
le triangle A B w fera reftangle , & l’on aura ( B /w ) *• 
=C A my — ( B A) % B m=\A (a a — x x) & le triangle 
ABot fera = 4 AB. ^m = '- x l/’Caa — xx) , 

dont la différence égalée à o , donne 

y^(aa — ara;).-hf -^arx — 2X dxx( a a — 

^ dx , xix 

— 0= — ,\y{aa — ara;) — ; ^ 

- i Z V {a J — X x) 

=0, ou en réduifant au même dénominateur, 

aadx — txxdx . ' 

— — x=zdy=.Q\ doncÆÆ — 2 ara; 

X y {aa. — xx) 

a a, 

:^0 , aa — 2 XX i XX , ar = al/" 

X 

/ 

Subftituant cette valeur dans (a a — ar ar ), 

Ion a Bw C )~ajy~î 

t 9. Z 

donc B A = B OT, c’eft - à - dire , que le triangle 
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ifocélle eft le plus grand qu’on puifTe infcrire dans 
un demi-cercle. 

r /• • , aadx — zxxdx 

Si on luppoloit a y = ^ = oo « 

l’on auroit 2^^ (aà^-^x ) = o, a a x x =:Oy 
aa — xx,a=x-, donc le côté A B feroit égal 
au diamètre Am , avec lequel il fe confondroit ; 
& par conféquent il n’y auroit point de triangle , 
ou, fi l’on veut, le triangle feroit=o; ainfi on 
ne peut avoir aucune autre folution admiflible 
de ce problème que celle qu’on vient de donner. 

66. Problème. Infcrire dans une fphhe un 
cône dont la furface convexe fait la plus grande pof- 
jible (jîg. 4 j ). Soit le diamètre de la fphère = a, 
la hauteur AD (du cône cherché C Am) ■= at ; 
la furface convexe de ce cône étant ég'ale au pro- 
duit de la circonférence décrite du rayon DCmuf 
tipliée par la moitié de AC, & les circonférences 


étant dans le rapport des r^ons , la furface cher- 
chée fei^proportionnelle àCDxAC. OrAC=: 

a x — X x) , comme tout 
le monde le fait ; donc AC. CD — a x x 
y/" (a.x — XX ) = }/" (a^ X a: — ax^ ) ; doncpuif- 
que cette quantité doit être un maximum^ fon 
quarré a ; a ; — ax^ le fera aufli; donc la^xdx 
< — "^ax^ dx—O, 2a — ^x — O, 2a = ^x, ÔC 

X = ; ainfi l’axe du cône cherché doit être 

les deux tiers du diamètre de la fphère. 

Remarque.* Dans le dernier problème, nous 
avons pris la difiérentielle , non de la furface du 
cône , mais d’ufie quantité proportionnelle à cette 
furface ou qui étoit en raifon donnée avec cette 
furface; or c’eft c^qui eft toujours permis dans 
\cQ?isà.\x maximum' Q\x du mmimun%-,c.diT fok f^pofé® 


Digiti^&i ;.y Gu'_’ ;li' 




ühe quantité quelconque c x — dontonveut 
avoir le maximum ou le minimum. Si au lieu de 
différencier cette quantité , je différencie la quan- 
tité — C c AT — a:* ) , qui lui eft proportionnelle, 
ou qui eft à la quantité propofée dans le rapport 
de <2 -.b , puifque l’on z a \ b w c x — x^ x 

a 

X ( ex — x^), l’on aura (65 ) la même valeur lie x. 
Cette remarque peut être utile dans plufieurs cas. 

67. Problème. Sur la droite Am comme hypothénufe^ 
conjlruire le plus grand triangle reÜangle pojfible ( fig. 
4^'). Soit la droite Aw2=a,le côté AB=a:; donc 
l’autre côté fera = {aa — xx)^ & multipliant 

AB T. « ^ r 

par B/fl, Ion aura xy(aa. — xx) 

I * 1 

pour l’exprefllon de la furface du triangle ; donc 
en opérant comme ci-deffus ( 6 ^) y on aura AB 

e=B /n= ; c’eft-à-dire, que le plus 

grand triangle cherché doit être ifocelle. Donc fi 
fiir le diamètre Ato on conftruit un demi-cercle 
& que du milieu B de ce demi -cercle on tire les 
cordes B A , B « , on aura le triangle cherché- 
68. Problème, inferire un cylindre bnmf (^fig. 
4^*) dans une fplièrcy de mariiere que ce cylindre ait la. 
plus grande furface convexe pofjtble. Soitle rayon C æ de 
la fphère=a , & fuppofons que P/» répréfente l’axe 
du cylindre, CP étant=Ar, l’onaura (Pm)*— 
-r-xx, par la propriété du cercle; or la circonférence 
du cercle décrit avec le rayon Pot , eft con^me cette 
ligne. De plus , il eft vifible qu'^Vp — 2x ( car fi du 
centre C on tire C s perpendiculaire fur n m y nm=e 
, fera coupé*e en deux également en s ) ; donc la 
quantité 2x.y(a a-—-x a: ) eft proportionnelle, à la 


/ 


712 Cours de Mathématiques. 


furface convexe du cj'lindre cherché; ainfi en faifant 
y=2x, {aa — xx)^ OU yy =/^xx aa — ^x*>y 

l’on aura xy dy=. o = 8 x.aadx — l6 x^ dx^aa 


^ 2x x=.0, a a.T=. 2XX , x^- 


, 8cxz 


. Prenant* donc CP = 


ou 


K 

Z Z 

prenant CP moyenne proportionnelle entre a 

& — , l’on aura le point P , par lequel menant 

l’ordonnée P/ti, le cercle du rayon P/n fera la 
bafe , & P^ l’axe du cylincire cherché. 

Remarque. Si la courbe hmfb étoitune ellipfe 
dont le demi- grand axe fût=n, &le demi- petit 

axe =^, l’on auroit P/n= — — xx)\ 

• û 

& multipliant cette quantité par 2 ar, le produit feroit 
•proportionnel à. la furface du cylindre infcrit dans 
l’ellipfoïde. Or, ce produit eft en raifon donnée avec 
celui que l’on vient de trouver pour la fphère ; 
donc (remarque du n°. 66) on trouveroitia même 
valeur de a:. L’on trouveroit aufli la même valeur 
de X , s’il s’agifibit d’infcrire le plus grand rectan- 
gle dans une ellipfe ; car ce rectangle feroit=2P/n 

•H 2 x — /^x — y^(aa — at.t) ; donc on aura le 

a ' , 

plus grand rectangle qu’on puifle infcrire dans une 
ellipfe , & le cylindre de la plus grande furface 
cohvexe qu’on puiflè infcrire dans une ellipfoïde , 

en prenant CP= a- Subftituant cette va- 

leurdansccUedeCPOT)^,ona(P;;z)^= X 


ih 


, SiT m =f/' 


proportionnelle entre b & 


bb 

Z 

6 


, (juj eft moyenne 


Mais 

0 
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Mais lafolidité du cylindre infcrit dans la fphère 

étant proportionnelle à 2 X. P /w oviÏ 2 .aax — 2 x^', 
pour avoir le plus grand cylindre qu’on puiflTe 
mfcrire dans une fphère , on égalera à o la ditfér- 
rentielle de cette quantité , ce qui donnera. 

— 6x^ dx—O, x—V ' ( pû), &2ar=2.ï^(2.a). 

Telle fera la hauteur du plus grand cylindre quon 
peut infcrire dans une fphère dont le rayon = a, 
A l’égard du rayon de fa bafe, il eft aifé de voit 
que Pot eft alors a). 

6p. Problème. Divifer une ligne Ab (fig. 4p) 
en deux parties en c , de maniéré que le prodtùt de 
(^Ac')'" par (^c b y fait le plus grand pofjîble. Soit 
la ligne A b = a , Ac = x‘, donc cb=z q — xi 
donc çn faifant y' = x” (a — x l’on aura dy — 

0—mx’^~^dx Y.{a — «:)" — nx"'dx{a — x)"~^ 

— O; donc tranfpofant & divifant par x”'~' x 
(a — X )"“* dx, il vient ma — mx= nx ^ ma 

ma . _ 

— mx-JrnXi x =. ; donc fi ot = 2 & 

m-^n 

n= I, l’on a ar= * c’eft-à-dire, le plus 

grand parallèlipipède qu’on puiflè former, en pre- 
nant pour baie le quarré de la partie Ac, Sf 
pour nauteur le refte de la ligne Ab, aura lieu; 
lorfque A c fera^es j de la ligne A Si ot ==.n=.i , 

X fera = — — ; ainfi le plus grand reâangle qu’on 

puilfe faire avec les deux parties d’une ligne a , 
aura lieu, Iqrfque ces parties feront égales; fi a 
repréfente un nombre & qu’on fuppofe ot = 3 

&/2=2, l’on aurax:= & par confé- 

quent cb=a—x=: ; donc le plus grand pro- 

Tome lll, ^ H 
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duit qu’on puiflè faire en divifant un nombre en 
deux parties & multipliant le cube de l’une par 
le quarré de l’autre, aura lieu lorfque la première 
partie fera les \ de ce nombre , & la fécondé les 
deux cinquièmes ; c’eft pourquoi fi le nombre 
donné eft lo, la première partie fera = 5 , & la 
fécondé =4, & le produit du cube 216 par le 
quarré 16 ou 3 4 y 6 eft le plus grand produit 
qu’on puilTe faire oe cette maniéré. Si n étoit un 
nombre négatif, la quantité x” (a — x)" feroit 
alors un minimum. Par exemple, fuppofant m = 3 
&n = — 2 , l’on auroit4T=3<i, & x” (a—~x)'' 


= (3. i ) î . c -2‘>) = -777-7= -7— 
feroit un minimum, Si«=; — x&m=:2, l’on 


aura 



qui, en fuppofant 


X 



J . 4<*<* 

2 a , devient s= ss= s= — 4 

a -—a •* 

Donc alors le point cherché C fe trouvera fur le 
prolongement de la ligne , de maniéré que A G 

fera= 2 û = ■ ■ - = 2 a. Si on fuppofe le déno-i 

m—n 

a a 4 â 

minateur 4— - j; = o, l’on a — — 

a — a O 


= 00 î donc il y a un maximum pour ce cas. En 
effet, fi l’on fuppofe x moindre oü plus grand 
que a, l’on trouve une quantité plus petite qu’en 
(uppofant x=a. 


70. Problème. Divifer um ligne a en trois par- 
ties A=s^x i B=^^,C—a — * — I telles que leur 
produit g=z x” ^ (^a — X — {)'" fait le plus grand 
poffible. Je différencie le produit g, en regardant 
d’abord i comme confiant, & j’ai rn d x . x"'~^ i* 
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X(a— — — x — ^/*'=Oi 

Divifant pardxx"' ‘ fx.(a — x — il vient 
m.(a— X — rx = O y d’où l’on tire ;c = 

— — . Cette valeur de x e'tant fubftituée 

dans le produit gy donnera en ôtant le h&êût 
confiant „ î" C-z— La difFe'rentielle de 

cette quantité étant divifée par d^. ç""' & égalée 
à O , donne n a — ni — — r ^=o, ou ^ 

“ ' — ■ Subftituant cette valeur dans celle 

de a;, l’on trouve Ar»= — ' .Subftituant 

m -i-n -i- r 

la même valeur de ç & celle de jc, que nous ve- 
nons de trouver dans celle de C, ona C= 

c- ' . «-f-n-f-r* 

5)1 OT = « = r= I, les trois parties feront égales, 
& chacune fera le tiers de la ligne a; c’eft la 
même chofe s’il s’agit d’un nombre. Si l’on veut 
divifer une ligne ou un nombre a en quatre par- 
ties A = Xy B = ly C= U y D= a — X ~~“ l’~^ U y 
telles que le produit de A" B" C'’ D*, foit yn plus 
grand, en failant n «-l-* r.—^s = f, on aura 



; de forte que les parties de la ligne ou du. • 


nombre û font entr’elles comme les expolans de 
ces parties ; ce qui a lieu , quel que foit le nom- 
bre des parties. Si le nombre donné eft = 5 & 
que OT= 3 , n = 2y r = i , les trois parties Ve- 
ront 3 , 2 , I , & le produit du cube de la pre- 
mière par le quarré de la fécondé, & la première 
puilTance de la troifiéme fera= io8, qui eft le 

H2 . 
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plus grand produit qu’on puifle faire avec les trois 
parties de 6 , en multipliant le cube de la pre- 
mière par le quarré de la fécondé , & la première 
puiflance de la troificme. 

' On peut remarquer que lorfque la quantité 
cherchée répond à plufieurs inconnues qui dé- 
pendent l’une de l’autre , on peut les fuppofer 
l’une après l’autre variables & les autres confiantes , 
& mettre les valeurs trouvées dans la première ex- 
preflion jufqu’à ce qu’il n’y ait qu’une inconnue, & 
alors on trouvera la quantité cherchée par la mé- 
thode qu’on a fuivie dans le problème. 

. 71. VROiLtME. De loui les triangles qu’onpeut conftruire 
Jiir ta même bafe A demCme périmètre, quel eft celui dont 

ia furface ejl laplus grande (fig-'ic )? Soit le périmêtre= zp, 
labiife A m = a, le côte A L=x, le côte b m {èra= zp — a, 
— X. Or (lèlon ce qu’on a dit dans la Géométrie) la furface 

cherchée eft = Vp-(p — «)• (f — («-H* — pj* Sup- 
pofint cette quantité = & quarrant , il vient p x 

(p—a) x(p — x) X(a-hx — oa en exprimant 
le logarithme par L & fe fouvenant que la fomme des lo'* 
gatitumes des produifans eft égale au logarithme du produit , 
L.p-hL.(p — a ) -h L. ( P — X ) -i- L. ( a -i- X — p) 
= z L.y, & parce quep & a font des quantités conllantes, 

— il d X ziy 

— — -+■ — , = - T- ■ =0 , en fàjfànt <i jt 

f—X 4-Hx— /> 3 . ' 



= O OU 

f — x a^x—f 


«-+-X — f f — * « + *- 

OU p — X SS a X — p y donc zp — a 


Z X-, ainfi les côtés Ai & h tu font égaux, & le uiangle cher- 
ché eft ifocclle. 


C O R O L 1. A I R E. Donc entre tous les triangles de même 
périmètre z p , celui qui a le plus de furface eft équilatéral. Car 
li Amb eft le triangle cherché, quelle que foit fa bafe Am, 
les deux autres côtés doivent être égaux , félon ce qu’on vient 
de «lire ; donc en appellant i x cette bafé, z p — zx fera 
i*exprcflion de la fouunedes deux autres côtés , &p — jcfera 
l'expreflion de chacun de ces côtés'. Donc la furface ^ fera =3 
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V ?• ( P — 1^)- (x)- ( -v); t L.j=L.p-f-L.(p — lAf) 

Z dy — Z d X ” zdx ^ 

H- 1. L. X , — =r O =: r ■!- 


J» 

Z 


f — ZX 
f— IX, X-. 


f—ZX 

Z 


Sc zx = 


, f—.zx=x, 

P — 2X 
Z P 

; donc la bafe cil 

î V ♦ 4 


le tiers du périmètre , & comme chacun des autres côtés 
P __ JP — P ^ Zf 

cft = p— x = p ; , fe 

, , i * », 

triangle doit être équilatéral. 

• 72. Problème. Entre tous les paralldïpip'kdès 
égaux à un cube donné b^ & qui Ont pour un de 
leurs, côtés la ligne a , trouver celui qui a la plus petite 
furfacs. Soit x l’un des côtes cherchés , le pro- 
duit tz. or fera égal à une des faces qu’on peut con- 
fidérer comme la bafe ; divifant la folidité b^ par 

la bafe ax, l’on a la hauteur ; — . Multipliant 

cette hauteur par a & par x, on aura deux pro- 
duits, dont la fomme fera la moitié de la furface 

latérale ; donc ax 1 eft la moi- 


tié de la furface. Egalant à o la différentielle de 


a 

iffe 

hb h dx 


cette quantité, l’on ?i ad x — o. 

X X 

b> l> ^ b* J , 

a = , X* = — ^ — , x =: — ; doiic le 

x‘‘ a "a 

b* , é® , bi 


côté s=a ]/■ -■ . . . = !/■ ; donc un 

a X a a X X a _ / 

des côtés = â & les deux autres, font chacuif=s 

)• - • . 

A /s , 

73. Problème. Entre tous les parallélipipïdés égaux 
au cube b^ , quel e(l celui de la moindre furface è 

H3 
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Si on nomme un des côtes x , chacun des autres 
fera l/" , comme il fuit de ce qu’on vient 

X 

de dire (^) > ainfi en prenant lafomme des produits 
des trois côtés, l’on aura la demi -fuperficie 

t=i- 2 x V h =x= 

X X X 

h' b^dx b^ ix 

— viïr^ï ïT-i 

donc a:* r= ^ 5 a: ) , x* = b^ x , x^—h^, x=b\ 

donc le Qox.è xx=zb\ & comme chacun des autres 

eft = ]/ ~ — = j/" r= ^ , il eft vi- 

X b 

fîble que le cube propofé fatisfait à la queftion. 

74. Problème. Entre tous Us cônes qui ont 
la même folidité donnée , trouver celui de la moindre 
furface convexe. Soit y le rayon de la bafe, x la 
hauteur , -i- xx) fera le côté du cône j & 

faifant i : c:: y : cy, on aura la circonférence du 
rayon y, c étant la circonférence du rayon =i ; 
donc cyY^ (y y xx) fera comme la furface 

- cherchée , que je fuppofe=;[.Doncen omettant le 
faâeur confiant, = y* ’+• x x y’- , différenciant 
& fuppofant d[=o y l’on a 2. [.d[—o =4^’ dy 
2 xyydx 2x^ y dy. Maintenant la folidité 

étant comme le produit de la bafe ( qui efl comme 
le quarré du rayon ^ ) & de la hauteur , l’on a la 
folidité proportionnelle à xy y. Mais la folidité efl 
confiante par la fuppofition ; donc la différen- - 
tiçlle de_y^ x fera = o ; ainfi 2'y x dy -f- y^ dx 

f*) Il n’y a qu’à changer a en x. 

{**) Car pour avoir la furface totale ,il faut doubler la bafe 
& prendre deux fois le produit d’un côté de la bafe par la hau- 
teur , à caufe des deux &ces oppofëes égales. 
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x=o,_y</x=— 2 JC dy. Subftituant cette valeur 
d&y d X dans la difFérentielle de la furface , l’on 
a dy — y dy 2 x'-ydy^o, ou 4 _y* 
— a ** ïa= 0 , 4 _y* = 2 , 2y^ z= x x \ donc le 

quarré du rayon de la bafe doit être la moitié 
du quarré de la hauteur. 

Si étant donnée la folidité d^un vafe cylindrique 
rempli d'eau , on demande quelles doivent être fes di- 
Tiunfions pour qidil contienne une quantité de liquide 
donnée f fa fufaqe interne étant la plus petite po(jî~ 
bit , on fera fka^a> la quantité donnée de liquide , 
ou la folidit^ ou le volume de l’efpace intérieur 
du vafe , x le diamètre intérieur , i la hauteur 
intérieure , & le rapport du diamètre à la circon- 

c 

férence = i :c, La bafe du vafe fera donc , 


fa capacité = a’ : 


cx^X 


ssc xf. A caufe de a’ 
4 fl’ 


- , & la furface concave 

c Jf* ^ 


ou 


de 


, on aura ex i = - 


4 

4 fl’ 


-. Or la furface 


C X 

de la bafe eft = 


c Jt* 


; donc la furface cher-: 


\ 


chée eft 


4 fl‘ 


c X‘ 


minimum \ ainfi l’on aura - 

c JC* 


O OU 


ou x^ 


- 4 fl* “f" 

8 d* 


yj c* a.yj O 

*■ V c Vc’ 


, qui doit être un 


t^a} dx 


+ 


cxdsé 


s > 
y/c 


O Ou C JC* 
& { =3= 


X 

= 8 a* 

4 d * 

ex* 


v'c 


Donc la hau- 

H4 
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leur intérieure de ce vafe doit être égale au demi* 
diamètre de fa bafe intérieure , & fa Airface 

concave doit être 1 2 aa x. 

X 4 

75*. ProELÊme. Dans un triangle trouver un 
point O (_fig. ^ 1 ) tel que la fomme des lignes tirées de 
ce point aux trois angles fait un minimum. Du 
point b je décris un arc de cercle qui pafle par 
le point O cherché ; fuppofant le ÿ-ayon de cet 
arc confiant & = g , a o = y% o c — x, j’ai 
f , qui doit être un moitWre. Donc 

-i^dx = o , dy=t — dx', donc en fuppofant que 
l’arc infiniment petit o i , qu’on peut regarder 
comme une ligne droite , repréfente la différence 
de l’arc /o, les parties on^om des lignes ao, co, - 
coraprifes entre le point o, & les lignes i/ 72 , i/i ti- 
rées perpendiculairement fur c o & a a, pourront 
repréfenter les différences de ces lignes , qui par 
conféquent font égales, & l’angle noi=moi (*). 
Mais ces angles étant ajoutés aux angles droits iob, 
bor (on doit faire attention que les angles ion, tor 
font oppofés au fommet,’& par conféquent égaux, 
&qu’ainfi on peut ajouter /or au lieu de ion), don- 
neront les angles boc,boa égaux. En concevant un 
arc de cercle décrit du point a, on prouvera de mê- 
me que les angles aob, a oc font égaux ; donc les 
angles que doivent faire entr’clles les lignes tirées du 
point o aux trois angles du triangle, font égaux ; & 
comme ces angles valent 360°, chacun efl de 120°, 


(*) Si du quarré de l’hypoténufe ci l’on ô:c les quarres , 
des côtés o/J, cm, les racines des reftes éf^aux donnèrent 
les côtes égaux in ,im‘, donc les triangles om i, ont ont 
tous leurs côtés - égaux auflî bien qgc leurs angles. 
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“ Remarque. Le problème n’eft pas toujours 
poffible. Car fi le triangle abc étoit ifocelle de ma- 
niéré que l’angle a cb fiit de 140°, le point o 
tomberoit en dehors du triangle acb\ ainli il n*y 
auroit aucun point o dans le triangle propofé, 
duquel on peut mener les lignes oc, 0 b, oa;de 
maniéré que les angles que formeroient.ces lignes 
fuflent de 120° degrés chacun. 

76. Problème. Infcrire dans un cercle U plus 
grand triangle poffible. Si on conçoit plufieurs 
triangles décrits fur la même corde AD( fig. J2), 
il eft aifé de déterminer le plus grand ; car ayant 
divifé A D en deux parties égales en oz & par le 
centre C tiré la ligne Cm, qui rencontre la cir- 
conférence en B , le triangle B A D fera le plus 
grand qu’on puKTc conftruire fur la corde AD; car 
la bafe étant la même, ‘les triangles feront comme 
les hauteurs ou les perpendiculaires fur cette baie. 
Or B m efl: évidemment la plus grande perpendi- 
culaire qu’on puillè abaiflèr d’un point quelconque 
de la circonférence fur la corde A D ; donc le 
triangle demandé doit être ifocelle. Sqit le rayon 
du ce; 'le = a, l’abfciffe Cm —Xy donc parla 
nature du cercle , mJy = \^(aa — &le 

triangle B AD fera = V^(aa — xx)^ 

que je fuppofe = y ; donc ^^ = (a-+-*)‘x 
(^aa — X dy=0=7.dx X 

aa — • XX ) — g 2 xdx. ( a -f- x =0 ; donc 
2. (a -i- X ). (a a — x x ) = 2x(<t-+“X 
(aa — XX )= X y. (a x)y ou en divifant 

, a 

tout par a H- X, a — x=x, — ; 

. i 

divifant donc C F en deux parties égales en m 
& menant la corde A ;rz D (perpendiculairement à 
C F, le triangle AD B fera le plus grand triangle 
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cherché ; or ce triangle eft équilatéral , & chaque 
côté eft = ce qu’on trouvera aifément, 

en fubftituant la valeur de x dans celle de /nD & 

doublant j car otD = V^C a a — xjr)= 

4 

= 7 <ï. 1/^3 dont ledouble 3. De même fi 

on fubftitue les valeurs de B m & de m D dans DB 
= C D -+“( B OT )^ , on aura D B= AB = 

fi. 3. On peut furia corde AD infcrire un 
autre triangle ilbcelle A FD, hors duquel fe trouve 
le centfe du cercle; mais celui-ci, parce que Cto 
augmentant ou diminuant , le triangle augmente ou 
diminue, n’eft ni un maximum ni un minimum, 

77. Problème. Circonfcrire à un cercle It plus 
petit triangle poffible ( fig. J3 ). Suppofons que le 
triangle Agf loit le triangle demandé , je dis que 
fi par le fommet de l’angle A & le centre c du 
cercle on mené la ligne Ken , le côté gf fera 
perpendiculaire à cette ligne , & la rencontrera 
en fi, de maniéré que le triangle Kgf fera ifo- 
celle. Car fi on mene une autre tangente s LA, 
le triangle -K h s fera plus grand que Kgf, Pour 
■ - le prouver , je tire la ligne / m parallèle àsg; 8 c les 
triangles s i g, f mi étant femblables , l’on a fi ; 

\\fm\gs\ mais/ / gi\ donc f m>- g s. 
D’ailleurs fix ig xx imx si', donc m i z j ; 
donc à plus forte raifon i A > i 5 ; & partant 
fmahi'^gs y. s i. Mais le*triangle i/A eft 
comme le produit ih.fm, & le produit gs y si 
eft comme le triangle (*). Donc le triangle 

(*) Car fi des angles g & f on abaiflbit des perpendicu- 
laires fur les côtds oppofés , ces perpendiculaires qui {croient 
les hauteurs des triangles, feroient dans le rapport des côtés 
homologués ( voyez la Géométrie }. 


i 
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ifh'^isg, & en ajoutant le quadrilatère A s if, 
l’on aura A 5 A > Ag/; ainfi Ag/eft le plus petit 
triangle polîîble. Maintenant pour déterminer le 
point A duquel èn menant les tangentes Ag,- A/, 
qui, avec la tangente g/, doivent donner le plus 
petit triangle cherché , par le point « & le cen- 
tre c , je mene la ligne ne A &fuppofantcA=::>:, 
le rayon cb = a ; j’ai A/z= at -!-<*, pA=x — a, 
Ab = (xx — aa) ; or A A : c A An : g« 
( à caufe des triangles redangles femblables Abc, 
Agn) ou XX — a a) : a :: a: g n=s 

Multipliant cette quantité par x+a, 
l’on a le triangle cherché = — J» 






fl (I. ( JC -4- fl a 

X x—~a a 

l.aadx.(x-+- ay.(x- 

¥ 


V {x X— a a) 


(x 


2 y dy 


X — a 
~a) — aadx* 


[x — uf 

OU3. (•* — a')=.(x -\^a 3. (a? — a ) 

c=Af-l-a, 3Af — x^=a-i-^a, ou 2 at = 4 <1 , 
X = aa. C’eft pourquoi prenant cA égal au 
diamêtrg, & du point A menant des tangentes juf- 
qu’à la rencontre de la tangente gnf l’on aura le 
triangle cherché. Ce triangle eft équilatéral, & 
chacun de fes côtés eft = 2 a 3. En effet , les 
triangles redangles femblables Abc, A«g don- 
nent,AA : Ac :: An : A g; ou en quarrant & met- 
tant les valeurs algébriques ^aaC) • ^aaiiÿaa: 
( Agy — 12. a a-=. ^aa x 3 ; donc Ag=A f 
= 2 a 1/^3. Mais ( ng y =x: ( Ag y — ( Anf 
t=i2tfd — = donc ng — a ^ & gf 

= 2flK3. 

(*) Le triangle feftangle Aie donne (Ai)*;?5(Acj*-— 

(iç)' = 4 a a^aa=i flâ. 
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. Remarque. Dans le dernier problème, on a 
trouvé que le côté du plus grand triangle qu’on 
puifle inlcrire dans un cercle dont le rayon eft=Æ, 
étoit = a ; donc le côté du plus grand trian- 
gle qu’on peut infcrire dans un cercle , n’eft que 
la moitié du côté du plus petijt triangle qu’on peut 
circonfcrire au même cercle; & partant ces triangles 
font entr’eux comme i ; 4. 

On peut quelquefois réloudre facilement les pro- 
blèmes de maximis & minimis fans le fecours du cal* 

' cul différentiel. . ' 

78. Problème. Dans un quadrilaùre abfc 
( jîg. y4 ) trouver un point i tel que la fomme des 
lignes tirées de ce point aux quatre angles fait un 
minimum. Le point d’interfedion des deux diago- 
nales réfout le problème ; car la fomme /tz 
des lignes tirées aux angles û & c d’un autre point ' 
quelconque m , eft plus grande que c<z , de même 
f OT ^ H- ot/) > donc &:c. * 

7p. Problème. Trouver la plus grande furfact 
que deux droites A M , AB de/nnées avec une indéter- 
minée M B peuvent renfermer {fig. JJ )• Il eft vifible ^ 
que le triangle MAB fera le plus grand, lorfque 
l’angle A fera droit ; car il aura plus de hauteur 
que tout autre triangle aSm Ac même bafe qui 
auroitles côtés am,ab égaux refpedivement aux 
côtés À M & A B. 

80. Problème. Trouver la plus grande furface 
qui puife être contenue entre quatre lignes données & une 
indéterminée (fig. pd). Je dis que fi les droites AB, 
BC,CP,PD données font inferites dans un demi- 
cercle’, dont le diamètre AD foit l’indéterminé, 
elles contiendront la plus grande furface poffible ; 
car on vient de prouver que la furface que deux 
lignes données avec une indéterminée peuvent 


l 


i 
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contenir , eft la plus grande , lorfque les lignes, 
données font un angle droit; ainfi à moins que les 
angles A BD, ACD foient droits, ces triangles 
pourront être augmentés fans augmenter ni di- 
imnuer le refte de la figure. En effet , fi 1 angle ACD 
n etoit pas droit , on pourroit augmenter le trian- 
gle ACD, en rendant droit l’angle ACD; 
ce qu’on pourroit faire, en faifant tourner le 
triangle B C A autour du point C ; car ni ce 
triangle ni la furface C P D ne feroient par là 
diminués. 

CoÈOLLAiRE I. On démontreroit par un raifon- 
nement femblable que la même cl>ofe a lieu , quel- 
que nombre de lignes données Kb, 

S B ( %; SI ) qu’on eût ; de forte que ‘la furface 
renferniée par cinq droites données & une fixiéme 
droite indéterminée , fera la plus grande poflîble 
lorfque les droites feront infcrites dans un demi- 
cercle , dont l’indéterminée fera le diamètre. D’où 
a fuit que l’efpace abfg, qui eft une des parties 
de la furface dont on vient de parler , fera la plus 
grande poflîble , lorfque les droites qui la renfer-' 
ment feront des cordes d’un cercle ; autrement la 
furface A ^ c/gB pourroit être augmentée, puif- 
qu’une de fes parties pourroit être augmentée la 
refte de la figure rcftànt le même. ^ ’ 

Corollaire II. Il fuit du corollaire précédent 
que le plus grand efpace que puifle ren^rmer un 
nombre quelconque des lignes données , eft une 
figure infcrite dans un cercle; de forte que fi ces 
lignes font en nombre infini & infiniment petites 
chacune pourra être infcrite & regardée comme un 
arc infiniment petit , &: leur fomme comme la cir- 
conférence d’un cercle ; c’eft pourquoi le cercle eft 
la plus grande des figures ifopirimitrcs Ou de même 
périmètre. 
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Parlons maintenant des maxima & des minima des 
fondions algébriques. Lorfque la fondion algébri- 
que ne renferme qu’une variable je, on peut la fup- 
pofer égale à & différencier enfuite comme fi l’on 

cherchoit la plus grande ou la moindre ordonnée 
d’une courbe. 

8 1. Problème. Trouver les cas dans lef quels la 
fonction :*:♦ — Sx^ 4- 22x^ — 2 I 2 devieru 

un maximum ou un minimum. Suppofant cette 
quantité — y , différenciant & faifant dy =o , 
l’on 34** — 24*^ 4-4 4a; — 2 ^ — dy = O , 
ou a:’ — 6af*^4-Iiac — 6 = 0, dont les divi- ^ 
feurs font x — i, x — 2,ac — 3; donc les valeurs 
de X font x — 1 , a; =2, x =3. Si à la place 
de a: = I l’on fubftitue i 4 -dfa: & enfuite l — dx, 
on trouvera dans l’un & dans l’autre cas une valeur 
plus grande pour^ qu’en fubftituant 1. Donc la 
première valeur de x indique un minimum ; on 
trouvera que la fécondé indique un maximum & la 
troifiéme un minimum. 

On peut voir dans cet exemple que \q% maxima Ql 
iQsminima fe fuccedent alternativement. En général fi 
la courbe ( fig. y 8 )a plufieurs maxima & minima 

abf an &c. de maniéré qu’à l’abfciflè A a réponde 
un minimum ab-, il eft vifible que l’ordonnée apnQ 
peut devenir un minimum, à moins que la par- 
tie ne fe foit écartée de l’axe d’une quantité 
plus grande que l’ordonnée a b, qui eft le premier 
minimum’, donc il doit y avoir un maximum an 
entre les deux minimum. Il eft donc aifé de voir qu’un 
minimum a/» ne peut être fuivi d’un minimum , mais 
il peut être fuivi d’un maximum. Si à l’abfcifle 
Aa — X répond un maximum ab { fig. yp ), ce 
maximum ne |3eut être fuivi que d’un minimum , ôc 
celui-ci ne peut être fuivi que d’un maximum j de 
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maniéré que les maxima & les minïma ( quand il y 
en a plufîeurs ) fe fuivent alternativement. On 
peut aufli appliquer la méthode des maximis & 
minimis , quoique l’expreffion qu’on luppofe =: y 
contienne des quantités tranfcendentes. 

8x. Problème. QuW ejl le nombre qui, divifé far fort 
logarithme , donne un minimum pour quotient ? Soit x le 

nombre (JliercHé, — — fera un minimum & un maxi- 

L* m X 

mum. Âind en faifam — = j', l’on aura — 


xxd_y,Sc fuppofant djr=.o, l’on a — — lL = o , r, 

XK 

— L.XJ & parce qu’il s’agit ici des logarithmes hyperboliques , 
û l’on fait = e le nombre dont le logarithme hyperbolique = i 
L. « c 

Pon aura x = donc fera \uimaÊtimum,Sc — — un 


minimum. , > 

83. Problème Trouver un nombre tel que {x)"" foit 


L.( 

1 


un maximum. Soit (*)* en faifant i 

donc L. y =; 7 Ij. X , — ~ = d?. L-ar-}-?. îs 

y » 

— ^ _ 1 _ / en fubfUmant — lü à la place de dzi 

«* *» »* * ^ 

— dt 


car la difiürentielle de - = )jainfi en faifant dj^ = o, 

m jf» 

I L. J# 

divifanc par d* & ttan&ofaat, l’on a ^ • ,L.x 

* * X 39 X» 

I 

BsijOuL. e=* t , ou x = e -, donc (e)' eft un maximum. 

1 l 

Si on fuppofe X t=si , l’on a ac’‘=:(i)‘ = i. 00000 0, 

L i ‘ 

Si l’on fuppolè xxs 1, l’on a(x)*sss(i)*=: ^ i sa 

1 

1.^14x13. Si*=;3, l’on a(} )» 5= V'j^=:i. 44 xxjo.Si;>f=s. 4 » 
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l’on a {xÿ= I. 41 41 I 3 (*) ; ce qui fait voir que ( e)« 
eft un maximum & non un minimum. Ainfi dans k courbe 

I * 

dont l’équation feroit^ = At* , l’ordonnée correlpondante à 
i’abfcifle x = e l'eroit un maximum. 

84. Problème. Quel efl l’arc x dont le (inus ej( un inaxi- 
jnuro ? Soit^ = Jin. x , l’on aura dj' =dx cof. x , 3 c fup- 
pofant dj' =Oy il vient cof. x = o. Or le cofinus de 90® 
cil = o; donc l’arc cherché elt de 90# , & fiJh finus eft égal 
au rayon que nous fuppofons = 1. 

I 

La méthode que nous venons de donner a cet 
inconvénient , qu’il eft pénible de s’afliirer dans 
plufteurs cas de l’exiftence du maximum ou à\x mini- 
mum , & de diftinguer l’un de l’autre , il ne fera 
donc pas inutile d’expliquer en peu de mots une 
autre méthode, qui eft celle de M. Euler. Cette 
méthode fuppolt que l’on regarde les quantités 
négatives comme plus petites que o ; de forte que 
félon cet Auteur , la quantité — 2 eft plus petite 
que — 1 , & plus grande que — 3. 

Ainfi quand on parlera d’un maximum néga- 
tif — y , par exemple cela doit s’entendre de ma- 
niéré que — y foit une quantité plus grande 
que — y ^ par exemple , & plus petite que — 4 

S’il s’agit d’une fradion : en fup- 

d X ^ ^ 

pofant dy = O , l’on aura P=c=o ; de forte que 
fi T = x X — il viendra x^ — aa = 0 , x’- 
rx=a a, x=a, 8cx = — a. Les valeurs de x , qui 
peuvent donner le maximum ou le minimum^ dé- 
pendront donc de l’équation P = o; mais fi Q = 0, 
P 

la fradion peut devenir infinie. Dans ce 

(*) Les trois dernières valeurs de x ne font qu’approchées. 
... - 
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cas , on pourra égaler Q à o , & voir , en fui- 
vant notre méthode , fi les valeurs de x qui en 
réfulteront donnent un maximum ou un minimum 
ou fi elles ne donnent ni l’un ni l’autre. 


Mais dans le fyftême de M. Euler , la fraétion ~ 

Q 

ne peut devenir un maximum qu’en fiippofant que 

dans le même cas ~ devienne un minimum = o. 

Or en donnant à Q une valeur négative, cette 
derniere fradion devient une quantité négative 
qui, félon lui, eft plus petite que O; donc cette 
fradion n’eft pas ( en admettant les principes de 
cet Auteur) un minimum dans là fuppofition de Q 

P 

= 0 par conféquent — n’eft pas un maximum 
dans le même cas. D’ailleurs ne s’enfuivroit-il pas 

de-là que la fradion ~ doit être plus qu’infinie 


lorfque Q eft négatif; puifque dans le même cas -~ 

fera une quantité plus qu’infiniment petite? Or il 
paroît abfurde d’admettre un tel principe ( * ) ; 
car alors , en divifant 6 fucceflîvement par les ter- 
3 — I,— 2,-— 3 de la progreflîon 

arithmétique 3 , 2 , i , o, — i , — 2 , — 5 , & con- 
iKierant o comme une quantité infiniment petite 
Ton auroit les qüotiens 2, 5, 5 , 00, — 6 , 3, 2, 

Or — 6 réfulte de , & fi Ton prétend ^ue 

— I eft plus petit que O , le quotient de 6 par — i 






(;*) Voyez dans notre Algèbre dans quel fens on peut dire 
qu’une quantité négative eft plus peÛK que o. 

Tomt IIL I 


« 
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fera plus grand que celui de 6 par O ( on peut 
confidérer o comme une quantité infinimem pe- 
tite) ou fera > °o ; donc l’on auroit — 6 > oo: 

• ce que l’on ne fauroit admettre. Ce que Ion vient 
Z lire peut mettre nos Leâeurs en état de pro- 
fiter de L qu’il y a d’utile dans la méthode de M. 
Euler, que nous allons développer. Mais aupa- 
ravant , nous devons établir les principes fur lef- 

ouels elle eft fondée. . ' " . 

^ Soit V une fonftion quelconque de^ ,qui, en écri- 
vant xi-d X au lieu de x , devienne^ -1- dy-, fi dans 
la valeur dey-t-^J, on écrit encore x-¥dx^\a. p^çe 
de X, y deviendra y ■+■ dy, dy devenant d dy»^ la 
fondiony deviendra dy~\rddy) fi on ^u^itue 

' encore X’^-dxz.n lieu de x, deviendray^^, 
o.dy deviendra 2 ddy,icddy deviendra 
Or cela revient au meme , que fi on eut da- 
bord fubftitué*-f-3^^*au heu de Ar,oufilon 
eût différencié trois fois, en fuppofant conf- 
iant & confervant tous, les terme^ Su^^^^ 

v= X» , l’on aura dabotày-hdy-^(x^dx) 
^.^ox-dx-^ ^xdx^-\-dxK Subftituant 

encore x4-dx au lieu de 

Mf.ddy , oyxy’\~^ydy^rddy — 

(x^dx )’ -+- 3 {x->rd X y dx’\‘^ {x-^dx) dx 

A- dx^ en fuppofant dx confiant , & ainfi de 
fuite • de forte que les valeurs qui repondent aux 
augmentations de x, font telles qpon les voit ici. 

x-^dx y-^ d y 

V -i-j. d X y-1-1 dy •+■ d dy 
&c. 

' Il efi aifé de voir que les co-efficiens des termes 
qui renCerment quelques fondions de y y font les 
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mêmes que les coefficiens du binôme de Newton: 
par exemple, les coefficiens des termes de la 
quantité qui répond ^ x -\r ^ dx font 1,4-3, 
•^5,4- I. En général à x 4~ md x répond la 
,, , jn.(m — i).àdy 

quantité jK “f' ^ “ J' •H" ~ 4 * 

I • X • 

m.{m — i). /- r 

h&c. Si on fuppofe que m 

repréfente un nombre infiniment grand , comme le 
produit d’une quantité infinie par une quantité 
infiniment petite dy peut être fini, mdy pourra 
repréfenter dans ce ‘ cas une quantité finie ; & 
parce qu’alors la quantité m — i eft cenfée =/h, 

le troifiéme terme fera ^ dans lequel 

il y a deux fadeurs m ^ m infiniment grands; & 
quoique le fadeur ddy foit infiniment plus petit 
que dy , cependant ce terme pourra être fini. 

tîl ^ Q.^ y 

Le troifiéme terme fera dans ce cas = •- 

6 

qui fera fini, quoique d^y foit infiniment petit 
du troifiéme ordre, & ainfi de fuite. Donc dans 
ce cas, en appellant p ce que devient la fondionjr 
de X lorfque x'fc change en a: 4- rndXf l’on aura 


m à y 


ddy trJ d*jr 

4- — — 


1. 1 


l’équation p =y 
4 “ h &c. .. .( A). Maintenant fi on fait 

1.1.3. 4 

mdx=^f quantité finie, en fuppofant m un nom- 
bre infiniment grand, l’on aura m = , 

d X 

quantité infiniment grande à caufe du divifeur 
infiniment petit. Subftituant cette valeur de m 
daas la formule A , l’on aura l’équation p 

ri 2 
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, , P' 

= >' H 7 — -h -}— + 

’ ■ dx J. Z. dx~ 


P 

I. Z. 3. dx* 


. — ^— . P . &c. Si / étoit une quantité néga- 

i. 1.' 3. 4. " 
tlve , à. X — m d » fépondroit p ■x=z y 
f^y , P à^y à* y 

— — , — •+• &c. 

i,dx \.z.dx ï.z.-^.dx* 

85'. Avant défaire l’application de ces formulesi 
aux qucftions des maximis & minimis, nous ferons 
remarquer qu’on peut en faire ulage pour trouver 
ce que devient une fonélion de x, lorfque x eft 
augmentée d’une quantité finie quelconque. Qu’on 
demande par exemple la valeur de la fondion 
XX — Xf en fuppofant qu’on fubftitue au 

lieu de X , je fais y =txx — x y f= 1 ; prenant 

•9 • 

les différences , j’ai ■—=: 2, x — i. Dilférenciailt 

d X 

les deux membres de cette équation en fuppo* 


fant dx confiant , il vient 


d ê y . 


t= 2d Xf 


_ .P— =B= 2. Différenciant les deux membres de 
dx^ 

cette dernière équation, & faifant attention que 

la différence de la quantité confiante 2 eft = o , 

dd dy „ y 

l’on a = 0,& par conlequent - — := oj 

d x^ dx* 

ainfi la ferie eft terminée au troifiéme terme , & 

,, / à y d*y 

Ion av -+• \r 3— r —xx — x-i~(2x — 1} 

'' dx i.z.dx^ ' 

H- -^ = ata: -4- AT. 

On demande maintenant quelle fera la valeur 
dey = XX -h 3 Af 4 - I , fi l’on fubftitue x — J 
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aju| lieu de *. Je fais — 3 s=n — /j & en diffé- 

. . dy Y 

renciant , le trouve 2 x •+• 3 , - ■ , ■ 

' dx '' d x'- 

=s= 2. C’eft pourquoi l’opération finit ici, par* 
ce que la différentielle de 2 eft =3 O donc y 

-h— ^ 3 JC -I- I 


dx 


1 . i.dx^ 


— 3. (2X-f.3).+< 

4 - 1 . 


9 > » 


ar AT — 3 J» 


Remarque. Si ^ eft fuppofé = , l’on 


aura 




3*^ 


dx. 


dxi 


6 : 


& par conféquent 


dx* 


=: O. De forte qu’en 


général pour parvenir au terme confiant dont la 
différentielle doit être =0, il ne faut faire 
quî|utant de différenciations qu’il y a d’unités 
oans l’expofant de x , en fuppofant qu’il n’y a 
qu’un terme dans la fonftion de x; s’il y a plufieurs 
termes, comme fi on avoit , par exemple ,^=x ' ® 
5" X* -h 2 y l’on ne fera ooligé de faire que dix 
différenciations, c’efi- à-dire, autant qu’il y a 
d’unités dans le plus grand expofant de x,, 

Faifons maintenant l’application de nos for- 
mules aux fondions uniformes de x; c’efi- à -dire, 
aux fondions qui, pour chaque valeur différente 
de Xy reçoivent une valeur différente. Mais les 
fonctions multiformes dex reçoivent deux ou plufieurs 
valeurs différentes pour chaque valeur dex : telle efi 

par exemple la quantitéy^= ± V Cd-+-xî-f^2x*-f.|/’ x). 
Selon ce que nous avdns dit ci-deflus , fi à la 

I 3 
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place de x l’on fubftitue Ar-f-/ & enfuite * — 
y deviendra 


y-^^. 1 


dx 

fdjT 


+ 


1 . t.dx^ 

pd^y 


P diy 

1 . 1 . i.dx^ 

P d^y 


•4"&c. (B). . 


&c. (B.)* 

dx ■ i.i.dx^ i.i.^.dx* 

Il eft néceflàire que dans le cas du maximum , ^ 
fdjy . P d^y 


. dy 1 . 1 . d x'- 

f'd^y 

— T“ &C. 


l’on ait^ > ^ 

^ fdy 

Mdis dans le cas du minimum , l’on doit avoir 
f dy 

y <> + 


&C., & 


y <^ — 


d X 

fdy 

dx 


>+• &Ci J & 

■ H- &c. 


cela doit arriver, en fuppofant^que / repré^te 
une quantité fort petite , puifque, félon ce <^on 
a dit ci-defliis , en augmentant ou en diminuant x 
d’une très - petite quantité , y doit devenir plus 
petit dans le cas du maximum & plus grand dans 
le cas du minimum. Suppofons f fi petite qu’on 
puifle négliger fes puiflances fupérieures , dans ce 

* • r • AT 

cas tous les termes qui luivent — aiipa- 

U X 

loîtront ; & parce que dans le cas du maximum ou 

J f dy 

du minimum on z.dy s=o. Ion aura — — ==o 


dx 


& 


dy 

dx 


:0 C). Mai? la valeur de_y, que cette 


(*) Dans notre méthode , on peut auflî fuppofer 
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équation peut faîte trouver, n’eft* pas toujoutf 
un maximum ou un minimum , comme on la vu , 
ci-deflus. Soitc la valeur ou une des valeurs de j# 

que donne l’équation — ^ — =0> qu’on fubftitue 

d* y 

cette valeur dans les valeurs de ■ , &c. 

dx' * d xi 


& que par cette fubftitution l’on ait 


i dy 


-Pt 


d}y 

dxi 


?» 


d^y 
d X* 


.= r. 


di y 
dxi 


— Sy &C. 


Suppofons encore que la quantité^ de vienne = F , 
en fuLlHtuant c à la place de x; fî à la place 
de X on fubftitue c •+•/ & enfuite c — /, 


les formules ci -defllis B & R deviendront 
F -f* J—L. ^ ^fi q ^ — l — /♦ r H- &c, 

I. I 6 14 


F+ f*r-— 3cc. 

( en faifant attention que le fécond terme des for- 

mules citées , eft fuppofé = o , à caufe de — =o>. 

Il fuit de - là que fi eft une quantité pofitive, 
l’une & l’autre valeur de y fera plus grande que F , 
& qu’ainfi la valeifr qu’on trouve pour y y en fup- 
pofant X =a c , fera un minimum. Si p eft une 
quantité négative , l’une & l’autre valeur fera plus 
petite que F, ^y (trz^\mmaximum,S\à?ms lalup- 
pofition de X = c, /> eft = o, on doit alors exa- 
miner fi J = O. Si cela n’arrive pas , la valeur 


( * ) / eft fuppoféc ici une qnamUé très-petite. 

I 4 

- I 
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de y ne fera ni un maximum rii un minimum \ car 
en fuppofant x = c-^f^ l’on aura F + 

fuppofant x = c — /, l’on a F — 7 < F. 

Mais U q~o, on examinera fi r eft une quantité 
pofitive ou négative : dans le premier cas y fera 
un minimum & un maximum dans le fécond cas. 
Si r =0, on aura recours à s. Si i n’eft pas=so, 
la fonâion y ne fera ni un maximum ni un mini- 
mum. Si i ï=o, on examinera fi r eft pofitif ou 
négatif. Dans le premier cas y fera un minimum, 
& dans le fécond cas im maximum. 

En général, fi la différentielle («étant un 

nombre impair^ ne s’évanouitpas , l’on n’a rj^maxi- 

mum ni minimum. Si la derniere différentielle 

S ui ne s’évanouit pas , eft d’un ordre pair , ou 
« eft un nombre pair , l’on a un minimum fi 
cette quantité eft pofitive, & un maximum, fi elle 
eft négative. Or il faut faire le même examen pour 

chaque valeur àe x , que donne l’équation — ^ - 

• ' 

*= O. Si l’équation 


dx 


O a deux racines 


égales de maniéré qu’elle ait un faéteur quarré 
— c = O , alors en fuppofant x=c. 


dx^ 


s’évanouira , parce que cette quantité renferme 
néceffairement la quantité x — c , qui devient dans 
ce cas c — c — O. ; donc alors on a/> — o , jnais non 

dy 

pas q — o. Si l’équation s= O a trois ra- 


d X 


cines égales ou fi — - a un fadeur cube (jp—c)’» 

dx 

alors en fubftituant c à la place de l’on aura 
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• ddjr , dijy . d^j/ - 

= -z^r “ ° î -jjj- ne fera 

pas = O. Dans ce cas , l’on aura un minimum ou 
un maximum t félon que cette quantité fera poli- 

dy 

tive tfu négative. En général , fi a un fac- 

d X 

« teur ( AT — c , l’on aura un minimum ou ufi 
maximum , fi « eft un nombre impair ; mais ou 
n’aura'ni l’un ni l’autre, fi /z ell un nombre pair. 

86. Problème. Déterminer les cas dans lef- 
quels — y -h 5* j;» 1 devient un maximum 

ou un minimum. Suppofant cette quantité = ÿ , 

, dy 

Ion aura e=s — 20 -+• i y x x. Sup- . 

pofant -J— =0, ilvientyAT+— 20Jc’-hi ^xx=o, 

ou X* — 4- 3 jf at=o. Cette équation étant 
divifible par xx = O , donne x =:0 & a: s= o, 
& de plus x’- — 4 a:-H 3 = oou(a: — i)x 
(x — 3) = ooua;=i & a: = 3. Parce que 
la première & la fécondé racines font égales, 
elles ne donneront ni maximum ni minimum ; car 

. l’équation = Jx*— 20jr’ ^ 1 ^ xx; 

, d d y 

donne -j — - = 2 0at> — 60 x* 30 a: (A;,’ 
qui devient = 0, dans la fuppofition de Ar = oj 

ddy 

Ainfi — - - r s’évanouit dans ce cas. Mais l’on 
a 

d^ y 

a = 6 ox^ — ï20Af + 30, qui , dans 

la fuppofition de AT = O , ne s’évanouit pas ; ainfi , 
dans cette fuppofition , q n’eft pas = o ; donc les 
racines égales a?5=0, x=o, ne domient ni 
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maximum ni minimum. La troiGéme racine *=1 
donne ( en fubftituant i au lieu de x, dans l’équa- 
tion A) =20 — 604-50= — lO.Donc/» 

jftdansce cas une quantité négative , un maxi- 
mum. La quatrième racine donne jf = 5. Subfti- 
tuant cette valeur de x dans l’équation A , il 

vient — o O : donc dans, ce cas ( v étant 

une quantité pdGtive ) y eft un minimum. 

87. Problème. Dans quels cas y — 10 x^ 
12A* -4- 1 $ — 20a:*4“2O devient 

maximum ou minimum? L’on aura = 6ox* 

d X 


6oa;^4“ 60 x^ — 6ox x y 


60. dx* 


• m. y 

= -4x4-3 XX — 2x (P). Suppofant-^ 

= 0= 60 X ( X* — x^- 4 -x’ — xx), il vient O. Di- 
vifant cette derniere équation par 6 o & réfolvant 
le fécond membre en fadeurs , l’on axx(x — i)x 
f XX -4- 1 ) = O. Le fadeur xx donne deux ra- 
cines égales à o ; donc pour le cas de x = o, il 
n’y a ni maximum ni minimum. Le fécond fac- 
teur donne x= i. Subftituant cette valeur de x 

dans Téquation P , il vient — = 2 , 
ou ' = 120 ; donc p eftune quantité po- 

d X* 

Gtive , & en fubftituant i à la place de x ,y fera 
un minimum. Lefadeur xx-4-i donnexxs=— i & 
X = ^ — I I donc les deux racines de ce 

fadeur font imaginaires , & dans ce cas il n’y a ni 
maximum ni minimum. 

En général , on voit que G l’équation eft du 
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degré «, la détermination des maxima 8c minima, 
• dépend de 1 équation — =0, qui eft du de- 
gré « ■— I. T)e forte que fi l’on a ï=a ar" ■+• 

d Y 

'-f* &c. l’on aura l’équation =*=: n x’'~ ' 

dx 

B. (a — I ) x“~* 8cc.= O. Sia,^,c,g, &c. font les ra- 
cines de l’équation = o , de maniéré que l’on 

ait a plus grand que è ^ plus grand que c , & 
ainfi de fuite , la fubftitution de a à la place de jc 
donnera un minimum , b donnera un maximum , & 
ainfi de fuite alternativement. Car , en fuppo- 
fant x=s oo , l’on aura y infini ; & puifque les va- 
leurs de X entre co & a ne produilent ni maximum 
ni minimum , il eft vifible quey décroît, tandis qu’au 
lieu de x , onfubftitue des valeurs depuis oo , jufques 
à a ; donc la racine a produit un minimum. En faifant.»; 
plus petitquea,^ doit croître jufqu’à ce que xz=B, 
& alors y fera un maximum. Mais y redeviendra 
' adnimum lorfqu’on aura a: =c, & ainfi de fuite; de 
rorte que les maxima & les minima fe fuccedent alterna- 
tivement. Si l’équation = o a deux racines 

dx 


égales , elles ne donneront ni maximum ni minimum. 
Il en fera de même pour un nombre pair quel- 
conque des racines égales ; mais s’il y a trois ra- 
cines inégales , on les confidérera comme une feule 
racine qui donnera un maximum ou uriminimum. En 
général, un nombre impair quelconqte de racines 
égales ne donnera qu’un feul maximumKiu minimum. 

S’il s’agit des fondions fradionaires rationelles. 


de maniéré que l’on ait.y= j P & Q étant des fonc- 
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lions rationelles de x, l’on aura dy— 


Q^P— PJQ 


ij, Q(fP — PdQ ^ ,, 

& — ^ Dans jiotre metho- 

dx Q a X 

de , on pourroit fuppofer fouvent — ^ — =s 00 , 

a • 

& alors on auroit Q (^dx =30 ouQ = o,& 
l’on examineroit fi 16 s racines de cette équation 
donnent un maximum ou un minimum. Mais dans 
la méthode de M. Euler , on fuppofera toujours 
dy — Q^Ç^dY — P^/Q = o, &les racines de 
' cette équation rendront y un maximum ou un mi' 
nimum, 

88 . Problème. Dans quels cas y = C *) 

'devient un maximum ou un minimum? L’on au- 
ra ^ /AN 

d X ( I -t-.v X )* ’ dx'^ 

— ôx-f-lJC* ^ r , , 

s= — ( B ). Suppofant le numera- 

( iH-x jc)J 

leur de la fraftion A égal à o, il vient i — xx 
!l =5= XX , JC = ^ 1 5 donc X = I & af — — I . 

La première valeur de * étant fubftituée dans 

^ * • -■ ^ I d 4 ^ l 

1 équation B , donne — — ~ “T” ^ * 

donc dans ce cas ^ eft un maximum, La fe- 

. . , , à dy • ^ I 

conde valeur dé x = — • i donne — r —, — ~ ï 

donc J dansée cas,y= — ^ eft un minimum. 


( B ). Suppofant le numéra- 


conde valeur dé jc = — • i donne ■ 


(*) Si on fuppofe que^ eft l’ordonnée d’une courbe dans 
laquelle ï déngne une ligne qu’on regarde comme l’unite , 
®n aura les maxima ou les minima d’ordonnées. 
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R EM LAQUE. Lorfque_y un maximum ^ 

doit devenir un minimum ^ & réciproquement, 

lorfque y ell un minimum , — elt un maximum. 

Z —IX-i-Xlf 

8 p. Problème. JDans quels cas y — — — — — — * 

^ ^ J X “I™ X X 

devient un maximum ou un minimum? L’on a -~ 

éxx—iz ddjr — ii 3 c»-H 7 ax-+- 7 < 

^ d x’’ {i-^ix-i-xx)i 

(B). Si on fuppofe = o, l’équation A don- 
ne 6:vx — 12=0, d«af = I 2 , XX e=x Z ; 
5e=^ï/‘2 , ou = -1- 1, 

Subftituant la première valeur de x dans l’équar 
. ddy 48 V’*- 4 - 7 » 

tion B, U vient = -' (,^.4:;) - • 

quantité pofitive j donc cette valeur de x rend jr 
ininimum. La fécondé valeur de x donne— 

a X 

— 48 y / z-^j% 14 (3 — Z V X ) 

( «_ J V i -*-4)’ ' n. 

quantité négative , parce que le dénominateur eft 
négatif & le numérateur eft pofitifi car 3 V 2>4. 

£i on fuppofe jp = j l’on a ^ ^ 

— o.028y. 

Siar= \/i l’ona j' = 1 i V 1— i 7— —o.oz? 4 minimum^ 
Si x = i l’on = — o. o i 8 j. 

Si xr= — f , l’on a^ = — 5 y. 

Si X = — V 1 . l’on a_y = — 3 3 « 9 7 i maximum. 

Six = — I, l’on a J' = — 3 y. 


(*) Lçï valcttis des radicaux oe fom qu’approchées. 
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Car pour le minimum ^ Pon a v = — — 

4 -t- J V i 

ï=I2l/^ 2 — ' 17, & pour le maximum , Ton 

ay=. 12 t^2 17, & 

fuppofant pour les valeurs de j/' 2 , j Sc I , l’on 
aura les valeurs de y, qu’on vient de luppofer. 

L’on peut remarquer ici que la valeur du maxU 
mum eft plus petite que celle du minimum j mais 
cela n’aura pas lieu, en confidérant les quantité 
négatives comme fi elles étoient pofitives. 

X 

Remarque I. Si l’on avoit y =?= l’on 


aüroit 

à 


d X 


— — & les différentielles 

T dx'* 

î ^ 


8cc. ne deviendroient jamais égales à 0 . De 


plus , l’équation — ; — = < — = O , eft 

impoffible, à moins qu’on ne fuppofe a? = 00 ; 

car 2n’eftpas=o. Dans ce cas , fion fuppofea;=:0» 

1 /‘O' /’ dây . 

les termes — - — , ,&c,deviennentm* 

dx * dx- * 

finis , & la ferie eft divergente. Dans ce même cas,' 
on peut chercher le maximum ou le minUfium 
de.:e^ ; car toutes les fois que x'- deviendra un maxi- 

mum ou un minimum ^ ar * deviendra aufli un maxi^ 

4 

mum ou un minimum. De même , fî on a Jf ‘ =JK» 
on pourra chercher le maximum de & les va- 
leurs de AT, qui rendront maximum ou minimum y 
rendront auflî y maximum ou minimum , &c. De 


même ixx^^x^ 2 ÿ deviendra un maximum 
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ou un minimum J dans le même cas que {xx — 3 x-h 2 )\ 

m 

De même (x’- — y^H-3)'’, m étant un nom. 
bre pair & /i un nombre impair , deviendra un 
maximum ou minimum , dans le même cas que 
( X JC— yr-4- 3 Il fuffit donc de pouvoir trouver 
les maxirna & les minirna, lorfque l’expofant de la 
fondion de jf eft un nombre pair. 

Remarque II. Si y eft un maximum ou un 
minimum - çqÇiûÎ ^ \/'y fera auffi un maximum ou 
un minimum ; mais ny eft un maximum ou un mi- 
nimum négatif, y/" y fera imaginaire. 


Sij^ eft un minimum négatif, y'^ fera un maxi- 
mum^ parce qu’alors les valeurs de^y*- qu’on trou- 
vera en augmentant ou en diminuant x d’une très- 
petite quantité , feront plus petites que la valeur 
àey^, que donne le minimum négatif ; mais ü y 
eft un maximum négatif, y'^ fera un minimum. 

• po. Problème. Dans quels cas la fonElion 
2 

{xx 3*'+-7)^ devient maximum minimum? 
Je cherche dans quels cas ( xx — 3 x-hjr =y 
devient un maximum ou un minimum. En diffé- 

• > . à. Y 

rendant , je trouve — ^ — —2.{i x — 3 ) x 

3 A? - 4 - 7 ) CA), i^^^.{xx—^x- 3 r~['i 
a 

rh4.(2x — 3). (ax— -3). 

En fuppofant les deux membres de l’équation A 
égaux à = O , l’on a 2 a: 3 = o, ou a: = f ; 

onaencorex* — 3x-4-«7=o,oux:^ — 3 x= — 7, 
ou 3 ^ -h I =r î-7 = if = i 


*=±:VCC 


I 9 l + \/ ! — 19) J 

-),ouv=t de 
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forte que les deux racines font imaginaires & ne 
donnent ni maximum ni minimum. Si on fubftitue 
la valeur |-de que donne le fadeur 2. x — 3=0, 

l’on a r= -H I P ; donc la quantité propofée 

dx‘‘ 

devient un minimum dans ce cas. 

Remarque. On auroit pu fe contenter de 
chercher dans quel cas ^ ^ _j_ <7 devient un 
maximum ou un minimum', car on auroit trouvé 
que la valeur de = 7 donne un minimum pour 
cette quantité , & par conféquent fon quarré que 

je repréfente par & fa puiflànce j'’ , doivent 
auiïi être des minima', mais u le minimum avoit été 

négatif, feroit un maximum , aufli bien que^ =5 

^ y'" i évident. 


P I .Problème. Dans quels casyesz. (aa-^xxy — 

, ■ • • • ^ T > 

devunt maximum ou minimum ? L on aura — - — 

d » 

y 

—3 — —I, équation que je défigne-: 

V {aa-i-xx) ’ ^ ^ ® 

rai par(A), -!^ == ü--. $up- 

[aa^x X) 

— O, l’équation A donne x = 

(aa-^xx), x^ = â fl 4 - a;at. Selon M. Euler, 
en fuppofant jr = ± 00 , on a H- xx, 

diy ^ ^ „ é’ y 

&dans ce cas — eft = o,De meme — ■ . -=0; 
d* . dx^ 

&c. ce qui vient, fi. l’on en croit cet Auteur, de 
ce qu’on a jr= — oo , aulTi bien que :v == 4- 00 . 
Mais dans la fuppofition de x = co, a a difpa- 
roiflant devant x x , l’on a )/f(xx4-tffl) — x=îO; 

ainfi 


pofant 


dx 
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ainfi J a la plus petite valeur poflîble , dans la 
fuppofîtion de jf = oo. Si l’on ne vouloit pas 
que a a s’évanouît dans ce cas , l’on auroit x x 
= XX & = O, ce quieft abfurde. Donc 

y n’auroit ni maximum ni minimum ; & de plus, 
parce qu’on ne peut pas fuppofer x plus grand 
que oo , on ne peut avoir ni maximum ni minimum ^ 
dans le fens que nous avons donné à ces termes. 

5>2. Problème. Dans quels cas y = j/' ( a æ 
2 bx-\-m XX ) — nx devient maximum ou mini- 

b -h mx 

mum? On aura — — = — — — /r- 

d X \{a a H- i ox-i-mx X) 

donc en fuppofant dy = o , l’on a ( b-^-mx)^ 
= n^ ( a a 2 b X -î- mxx ), d’où l’on tire par 
les régies ordinaires de l’Algèbre, x s=s 

(nn — V [{mnn).{m — n n) a a — nn.[m — nn). Ji] 

' in.(m — nn) 

b n y. , maa — hh 

OU4fï= h ~V C 


■ n n 


-) ; donc l’on a 


y'" (a'- •+• 2bx -4- mxx) = 
-, maa — h i 

V( 


• m X 


— 


m “ 

maa 


n n 
-hh 


( aork~'3‘bx~^mxx ) » 


); donc puifque 
, Ion aura — - — f- 


idy 


dx* 

maa- — lé 


dx‘ 


— / ^00 — bl 
\ ih — nn 


'—hb 


Si la quantité ( n’eft pas pofitive, fa 

m — n n * 

puiflance f ou la racine quarfée de fon cube fera 
imaginaire, &l’on n’aura ni maximum ni minimum. Si 
cette quantité eft pofitive & m j^nn, le figne 
fupérieur donnera un minimum ; mais il donnera un 
maximum m n n \ parce qu’alors le numérateur 
maa — bb fera une quantité négative, qui, étant di- 
Tome m K 
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vifée par une quantité pofitlve, donne un quotient 

négatifpour lavaleurde ^ Le contraire arrivera 

pour le ligne inférieur, c’eft-à-dire, pour le ïï- 
. gne — . Si on fuppofe m = 2,n=:i de- 

vient un minimum f en fabftituant pour x la quantité 

4 O 1. \ Z 

Z a et ... 

• s= = — 7 — ; mais y devient un maximum , 

1 V î V i ' 

çn mettant — •; y aa — à la place 

de X ; donc le minimum fera — a)/' 2 

= , & le maximum fera = a 2 -4~ — - — • 

î V 


Lorfqu’on a une équation qui renferme x 8c y 
mêlés enfemble , on doit difl'érencier l’équation & 
fuppofer le co-effieient de tix ( que nous defigne- 
rons par P) = o, & par ce moyen on trouvera 
une valeur de^, qui étant fubftituéc dans l’équa- 
tion, pourra faire connoître les valeurs de .v, qui 
rendent J' maximum ou minimum. Soit y ^ — 3 ^ 

-4- :ï3 = O ; donc ^yydy — ^ayâx — ^axdy 
4- xxd X — Q. Egalant P à o, il vient ^xx 

— '^ay = 0, XX —ay, y = — ; fubf- 

tituant cette valeur de y dans l’équation prO- 

- 

pofée , l’on a — ^ x^ x^ = o , oa 

.a 

tT 

2 x’ = o, ou x'^ = 2 x^ , ou ar» 

*** 3 

=» 2 fl’ ; & partant at =s= a y 2. Maintenant loit 
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ï= Q le multiplicateur de dy^ l’on aura P dx-\-^ 
Q d y — O différenciant P & Q , il vient 
'= R -H de d Q = T dx -4- V dÿ. 

Donc d. {Y dx -\^Qdy),en regardant i/jc comme 
conftant, fera z=:Y<dx^ -H S dxdy -Y'Tdxdf 
4- V dy^ 4- Q r=: O , & parce que l’on fup- 

.Jjofe — = O , en divifant l’ét^uation par dx* 


& effaçant les termes qui contiennent dyowdy*^ 
Q,dây ^ d d_x _ — R 

d X- 


il vient R ■ 


O, ou 


dx-- Q ' 

donc-dans l’équation différentielle P dx 4 -Q^y, 
ï= O , il fuffit de différencier P en fuppofant dy 
conftant, pour avoir On cherchera enfuitç 

R 

la valeur de ^ , qui indiquera un maximum ou 
un minimum , félon qu’elle fera pofitive ou néga- 
tive ; car fl elle eft négative, - ^ ■ s=* -- 


fera pofitif. Dans le cas propofé l’on a 


X* 

- 

d X 


ajy—x: 


== O ; donc ay^x o; dohh 

y. y — 

( en différenciant & faifant attention que ay — ' 

.0 d dy . — ^x . 

XX — o) J Ion aura = Mitie 

dx-- yy — J.X 

l’équation aÿ-^x :v =i o , donnant y = — = *' 

4 

ddy .— R 


r 4> 


fera ^ , 


dx- ' Q 

quantité négative qui fait voir que la fondidny 

13 

eft uri maximum^ lorfque l’on a x = ayi., 
L’éqtratlon 2a’ a * donne ,o"ixxd^f 


(*)S défigné ici le co- éflïcientde dÿ ic non irfie mti 

K.» 
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X =^0, x=o; Sc alors y y — æ j: = o, à caufe 

CC X 

dej= — . Suppofons^y =/» &x=/, /étant 

a 

une quantité très -petite dont la puiflànce 3' dif- 
paroît devant pft Ton aura 3 apf, p^=^af 
&^=-H \/' ^ a f\ donc quoique l’on ne puiffe 
pas prendre / négativement , parce que p feroit 
imaginaire , cependant des deux valeurs àe y , 
l’une fera plus grande & l’autre plus petite que o. 
Si l’on fait p = hf-, pour avoir /’ = p , 

h — , p = , quelque ligne qu’on 

la ‘ ^ 

donne à /j' la valeur dey fera plus grande que o. 
Ainlidansce caslavaleur dey = 0 fera nn minimum. 
Si dans ces fortes de cas l’équation , qui doit don- 
ner la valeur de , a pliilieurs racines réelles , on 
fera pour chacune ce qu’on vient de faire’ pour la 

valeur dex = <2V^2, & fi l’on trouve ~ — 

d X o 


= , ce fera une marque que plufieurs bran- 


ches de la courbe repréfentée par l’équation fe 
rencontrent au meme point. On comprendra 
cela facilement , fi l’on fe rappelle ce qu’on a dit 


ci-deffus par rapport à la fraôion 



'5)3. Nous allons parler maintenant d’une autre 
efpéce de maximum & de minimum , qu’on ne peut 
trouver par la méthode qu’on vient d’expliquer, 
Suppofons qu’on ait l’équationy =p± ( c — x ) x 
i c ~ x). q , p &c q étant des fondions de x 
non divifibles par c — ar, & que q ait une valeur 
pofitive en fubftituant c ou une quantité plus 
grande ou plus petite que c au lieu de at, fup- 
pofant do plus que x étant_=c, l’on ait p z= g‘. 
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U efl: vifible que dans le cas de ar = c (*) , les deux 
valeurs de y font toutes les deux égales à g. Si 
on fuppofe j: >» c, les deux valeurs de^ feront 
imaginaires ; mais en fuppofant x un peu plus petit 
que c , ou en fuDpofantx=c — -f^f étant une quan- 

f ^ n 

tité pofitive très-petite ,/»deviendra=sg — — — — 

f'’ dd P - 

H TT-* )> le changera en a 

Z a « * 

fdq q 

' — — — - -4- — - — — &c. donc a cauie 

d X i dx* 

de x=.c ou de/=c — Ton auray=s 

f , P à d P r y- r 

g -T ^ — r v : / - &c. 


d X 


(.q — 


fdq 


%dx^ 

P d^q 


^ &c. ) ; & 


d X i dx^ 

parce que Ton peut fuppofer / allêz petite pour 
que , /* &c. difparoiflent devant /, Ton aura 

y = g — x ^ f'î Ces valeurs 

feront toutes les deux plus petites que g, G 
eft une quantité pofitive ; mais elles feront plus 


grandes que g , G 


dp 


dx 


eft une quantité néga- 


tive ; donc dans le premier cas y fera un maximum 
& dans le fécond cas un minimum, 'Mais , comme 
on le voit, y eft alors maximum ou minimum par 
rapport aux valeurs 'antécédentes , & non aux 
valeurs fuivantes qui font imaginaires. % 


On fuppofe c & X pofitils. - 
(**) Ccft la formule R' { 85 ) en fubftituant g poar^ , & 
pour d_y , &c. 
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Suppofons que 1 équation d’une courbe foit^ 

± (c — X Ce — a:). ileft 
a 

vifible ( fig. <5o ) qu’en fuppofant A P = x —c^ 

l’on aura y = = P M. Mais en fuppofant 

X Cf y fera imaginaire ; en fuppofant x<C,c^ 
l’on aura deux ordonnées pm,pn toutes les deux 
plus petites que PM. De forte que la courbe a 
deux oranches qui partent de M; ou, fi l’on veut, 
la courbe otM/î, apres avoir été jufqu’en M, re- 
broulfe fon chemin vers ( A _) , & a une autre 
branche M n. Le point M s’appelle un point dt 
rcbroujfement. 

En général toutes les courbes dont l’équation 
eft ^ =z= p±:{c — X )". C c — x). q ,n étant 
pn nombre entier, auront des ordonnées imagi- 
naires correfpondantes aux x pofitifs plus grands 
que c, 

î n-4- t 

En général fi l’onfuppofe>t=:/i;t^. (c — x) ^ 

2 n ■+■ I étant fuppofé 2 to , « & w étant des nom- 

bres entiers pairs ou impairs ; parce que (c — x) z,„ 
eft la racine paire d’une quantité négative, lorf- 

que c < JC , on aura un maxlmu,m , fi eft 


pofitif , & un minimum f fi 


eft négatif, 


==p. Ion auraj'==g + — 


- ^ » 4 - » _ 

ein <!' J i 4 


1 n -4- I 


n’eft pas > 3 n 
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le troifiéme terme ne difparoiflànt pas devant le 
fécond , on n’aura ni maximum ni minimum. C’eft 
ce qui arrive dans la courbe ( fig.ôi), dontTéqua- 

tion eft^ c= ^ x', (c — x)^ , parce que 

/ * >/^î car alors de deux ordonnées pm,pn, 
l’une eft plus grande & l’autre plus petite que P M. 

Si — — eft une quantité pofitive , en fuppo* 
fant — — > 2 , y = g fera un minimum i 

• r • 

mais y lera un maximum , h eft Aine 

d ^ 

quantité négative. On peut voir facilement com- 


ment il faut procéder fî — efl. _ o j les 

a 

maxima & les minima ordinaires n’empêchent pas 
qu’une courbe ait des maxima & des minima de la 
fécondé efpéce, 

54. Problème. Trouver Us maxima & Us mi- 
nima de lafonclion y — 2 .x — xx ± ( I — x y y. 
V c I — X ). Pour les maxima & les minima de 
la féconde efpéce , fubftituant /à la place de c- — ■ 
X — \ — A:Cicic = i), l’on a = I — /* 

% 

■4-/^ V f’i quantité plus petite que i , foit qu’on 
prenne lé ligne ou le ligne — . Car nous fup" 
pofons f très - petite , ce qui fait que f^V^f 
difparoît devant /* ; donc il y a un maximum, 
de la fécondé efpéce qui répond à r = i. Si l’on, 
vouloit chercher les maxima & les minima de 1»^ 
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>11 ■! ■■ I I ■■ —■ ■■»■■■ ■ 

♦ r ^ • ày 

prenuere elpece, on trouveroit — — —2--2X 

7 Ç- 7. Ci — :e). y (i— a;). Suppofânt ~ 

d X 

f „ - d il y 

s= O, 100 trouve Ar = i ; & parce que — — — 

J “ * 

s= — aHh-^j/'Ci — Af) = — 2, dans la fup- 
pofition de a: î= i , il femble qu’on doit avoir un 
maximum de la première efpéce pour l’ordonnée 
correfpondante à l’abfcifle x=i. Cependant fi l’on 
décrit la courbe de l’équation y =s 2 x — xx 
çt C ^ on verra que les oi« 

données correfpondantes aux abfciflès pofitives 
pluf grandes que i font imaginaires : ce qui prouve 
qu’il faut admettre une exception, à la régie de M. 
Euler, que nous venons d’expliquer. Mais par notre 
méthode , on trouveroit que dans ce cas l’on n’a 
ni maximum ni minimum de la première efpéce. 

d d^ 

Jüorfque l’on aura pour — — une valeur de 

dx 

m 

cette forme a '± b {c-— x),a^b étant 
des quantités pofitives ou négatives , & /n un 
nombre pair ,2,4, 6 &c. laquelle valeur de- 
viendra = , dans la fuppofition de a = c , la 
méthode de M. Euler pourra induire en erreur 
pour les maxima & les minima de la première ef 
péce , lorfqu’on les cherchera dans la fuppofition 

que l’équation =aO ait donné a = c. 

Revenons à l’équation — ^ — = o = 2 — 2Af 

7 ( i — x), y (I — A=0. Cette derniere 
équation étant divifée par i — a , l’on a 4 ^ 
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SV^ ( I — x) =0 ,4=±: — Jr), ou 

i 5 = 25 — 2J^Ar,OU25'X=p,'ôdX = i.’ , 
Subftituant cette valeur de a; ( ) dans 

d 

s= —2 ^-y'Ci—x), il vient — — 
s= ± 3! En prenant le ligne fupérieur 
on a un minimum pour y y qui alors fera’|v~. Si 
Ton prend le ligne inférieur. Ton z.y =^^,qui 
paroît un maximum j mais le feul ligne rupérieuf 
peut avoir lieu parce qu’on ne peut avoir 4 ^ 

( I — of) = o, à moins que y ( i — xy 
iie foit = 4 & 4 — y l/’fi — x) =0=4 — 4. 

Le minimum de la première efpéce n’a donc lieu que 
pour les ordonnées de la feule branche délignée 
par y =1 r x — a:*-+-(i — x)xl/^( i — x ). 

py. Problème. Trouver hs maxima fi’/er mi- 
oima de la fécondé efpéc^ dans la fonction y = x 
tirCi — I — Suppofant i — x=c 

— af=/, ou j: = I — fy l’on aura^ == I — • 
f ±f fC**) = I — A car fV J difparoît 
à caufe qu’on fuppofe/ très- petite! Donc ^ devient 
un maximum de la fécondé efpéce, lorfque x = i. 
Remarque. Si l’équation n’étoit pas fous la 


(*) On doic fiiire attention que cette valeur de x n’eft pas 
î= I , qui ici eft = c. 

d dy 

(*') Pour la valeur de & pour la valeur de y 

dans l’équation propofée. 

( ) Ceft la valeur de^ dans la fuppofîtion de 1 — * 
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m 

forme y=^ P ± — x)". y (c — x). q, on Ty 

, jaraeneroit en cherchant la valeur de y en x. 

Si Ton avoit une équation telle quejy — p 
C X — c). y ( X — c ). q , q étant une confiante 
ou une fondion de x qui foit pofitive, quelque 
valeur que Ton donne ^ x, p étant une fondion 
dex, on fuppofe que p ic q r\e font pas divifibles 
par X — c ; en fuppofant ;e — f=c, ou en fuppo- 
iântA: = c, Vor\a\xra.y — p. Mais devient imagi- 
naire ,üx C^c, tandis qu’il a deux valeurs réelles , 
lorfque x > c. Cela arrivera toutes les fois que Ton 
aura une équation de cette forme j/ =p f)"» 

Si 

y (x — c). étant un nombre pair & « un 

I «4-1 

nombre entier ; ou dccelle cij'=e/’ ± q.Ç^x — c) 

m Scn étant des nombres pairs ou impairs, pourvu 
que 2 n 4 - 1 >■ 2 //Z- Et fi l’on fuppofe que la 
fig. 62 repréfente une de ces fortes de’courbes de 
maniéré que A P =^x foit= c , P M = y = p, les 
ordonnées correfpondantes aux abfcifles Ap plus 
grandes que c, feront réelles ; mais les ordonnées 
correfpondantes aux abfcilTcs AB «<c feront ima- 
ginaires. La courbe aura un point M , d’où par- 
tiroiTt deux branches qui s’étendront du côté des 
•abfciflTcs pofitives. Si en fuppofant les points P & /» 
très -proches, l’on aies ordonnées pnScpm toutes 
les deux plus grandes ou toutes les deux plus petites 
que P M, dans le premier cas P M fera un minimum 
&dans le fécond cas un maximum, NcRis appellerons 
cette efpéce de maximum ou de minimum un maxi- 
mum ou un minimum de la troifiéme efpéce; il différa 
de celui de la fécondé , en ce que dans celui de la 

. - ■ — »• — ■ — 

(*) c peut eue = o. 
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troifiéme efpéce Tordonnée^y eft un maximum ou 
un minimum par rapport aux valeurs fuivantes, 
au Heu que dans le maximum ou le minimum dç 
lu fécondé efpéce, y eft maximum ou minimum, 
par rapport aux valeurs antécédentes de^; mai? 
fi/> /z>PM& />7»<PM, l’on n’a ni maximum 
pi minimum. 

Pour trouver ces fortes de maximum & de mlf 
nimum , on fuppofera qu’en faifant x = c , l’op 
ait P g. Si on'"fuppofe jc un peu plus grand 
que c, c’eft-à-dire , fi on fuppofe x — / = c| 

( / étant une quantité infiniment petite ) ou 3c , 

•a=ï e-\-f, la fonâion p fé changera en g ■+■ . ! 

à X 

*4“ — — H- &c. & la fondion q devien- 


z.dx^ 


dra q -+» 


f d g 

d X 




Z. d , 


-1-&C. Donc- 


J f dp f ? 

dans ce cas on aura y = g — : — -+- — r- 

•' dx x.dx 

1 n-t- I f dq 

•+- &C. ± f zm . ( î “H — + &C. ) , 

dx 

& parce que f eft fuppofée infiniment petite , 


2 H ï 


l’on a y =: g 4- — ±f' zm q^ 

dx 

Maintenant fi — ^ eft une quantité poT^tive ( en 

dx 


fuppofant 


I n -f- I 


d i> 


Z m 


^ I ), J' fera un «/m- 


fiumi fi — — eft une quantité négative, y =g 

d X ^ 


fera un maximum ; mais fi p’eft pas 

% ïà ’ 


Digitized by Google 



Cours de Mathématiques 


on naura ni maximum ni minimum. Si _ 

C 

, dd P î » . 

= o, alorsjK ==S-+ ±q.f~ 

i.ax 


Si dans ce cas 


n ’eft pas > 2 , l’on 


n a ni maximum ni minimum ; fî 1- > 2 , 

alors y ~ g fera un maximum ou un minimum , 

félon que — — fera une quantité négative cïu 

pofitive. Il n eft point difficile de voir comment ■ 

on doit procéder lorfque = O. 

Problème. Trouver les maxima ou minima 
Je la troijUme efpéce de la fonction y =z ax ± 

— I X x^=ax ±(x — l). (x-l).xx. 

Dans la fuppofition de j;.— i , ( c eft ici = i ), 

<> . d V in-f-i 

lonay = û = e;mais/7=û je, —f— — a , 

ax i m 

==|}>l ; donc^=gfera unOT/ni/w«;w,fi deftpofîtif, 
& un maximum , fi <z eft négatif. La figure 62 peut 
repréfenter le premier cas, & la figure 63 le fécond. 

Avant de pafler plus loin, nous allons parler 
d’un cas dans lequel les valeurs antécédentes de_y 
font imaginaires , auffi bien que les conféquentes. 
Qu’on demande , par exemple , de trouver le 
maximum ou le minimum dey, en fuppofant que 
l’on a l’équation y* x* = 4 xy — *2. En diffé- 

rendant , I on trouve — - — = — - • 

dx X 
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IJ 7 


Suppofant 


dy 

d X 


= O, l’on a - y- Sub(K- 


tuant cette valeur dey dans l’équation propoles, 
il vient x'^ x* — — 2, ou ^ x* 

2 =s O , cette équation donne les divifeurs 
X* — I =î O, a;* + — ‘2=0. Cette dernier® 

équation donne x* — l = O & -H 2 = o, 
La derniere équation a toutes fes Racines imagi- 
naires. Les équations x* — l = o , — i =0 

donnent chacune = l & .r = ^ l ; donc 
on a deux valeurs pofitives & deux valeurs néga- 
tives de A* J & chacune de ces valeurs eft l’unité ; 
& à caufe de —y, l’^n ^ y ^ — jr = i — 1=0; 
donc, félon ce qu’on a dit ci-deflus , l’on doit 
dy 

avoir = O , Pour favoir fi dans ce cas il v 

d X O ^ 

a un maximum ou un minimum , foit x = I — f 
&jy==i — «,/ & n étant fuppofées infini- 
ment petjtes ; en fubftituapt ces valeurs dans l’é- 
quation donnée , on aura 

1 — 4 n-f- I — 4 / 

4 — 4/—- 4 n — » 

•+- 4/^» 


-t- H- 
— 4 n’ — 

ti* 


6 P = 
4/* 


OU en négligeant les puillançes ds n & de /au- 
delllis du fécond degré, 6n^ = f — 6f^ , ou 

6 onn'- — t'nfrs=i — /^, ou 




donc « — — ./= C-*- Ip- 

3 


— 1/^; 

f+/vr— S] 

3 * 


(*) — 1=0 elt dlvifibh par — r = o & (ionncpour 

quoûcnc x^ •+• 1=0, dont les racines font imaginaires. 
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quantité imaginaire, foit qu’on prenne / pofitive 
ou négative, ceft-à-diré, foit qu’on augmente 
ou qu’ondiminue rabfcifllè; ainfi le point qui répond 
a x: I ôc aji' ~ ^ > eft un point conjugué , & l’op, 

donnée n’eft.ni un maximum ni un minimum de la 
première ou de la fécondé ou de la^ troifiéme eP 
péce; caries ordonnées voilines à la droite ou à la 
gauche font imaginaires. 


57. Lorlque la fonftioti V dont oh veut trouver le maxt-^ 
inum ou le minimum cft compofée de deux variables 
fi ces variables l'ont fcparées & qu’on ait V = A B 
A étant une fonaion de .r & B une fonéUon de_x, V de- 
viendra un maximum , dans le cas que A & B feront des 
maximum , & un minimum lorlqge ces quantités lerout de4 
minimum» JVlais on doit fiure attention qu’on ne doit pas 
joindre le maximum de A avec le minimum de B ^ ou lécî- 
proqueinent ; car alors V ne lèroit ni maxim.um ni mini- 
mum. Si V — A — B , V fera maximum , lorfque A lèri 
tnaximum 8 i B minimum j fi au contraire B cft un maximum 
& A un minimum , V fera un minimum , ce qui n’a pas befoin de 
démonliration. Si A = — j — j x , A f*a un mini- 

mum , lorlquc 1 on aura^ x = i -f- y' x , & un maximum^ 
fi ^ = I — \é Z. Mais en fuppofant B = -+■ 


t 8 y J' — Sj'f l'on aura 




»— 8. Suppofanc — = o, l’on trouve — z 


3 6^— S = O , eu — 0 :r-+-î>J> 3=0. 

Les racines d© eeïte équation font^ = 1 , ^ = z + V 


donc puifque ^ *+• 9 devient — — ^ j 

». 4 


dans la fuppolîtion dej = z , dans ce cas B lcra nn maximum. 
\ Pour les aunes racines qui viennent de réqua:iortx>' — ~ 1 ” ^ 

i> 1 ■ 

e= O , 1 on a - — = z ; donc 1 une Sc ! autre donné 
I 2 ,iy ’ 

tn minimum j donc A -f- B fera un maximum , û on fup' 
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pofè j=i 8c X 7=: t — V 1,3c alors V = A •+■ B = 5 
-+- 4 V 1* Mais V l'era nn minimum. , Ci on fuppofe x = t 

-4-V^i&j)-=z -+- Vj, oiij' =i — y/ ^ ^ si 

dans l’iin 8c l’autre cas on aura V = — 6 4. V i* 

B — A Tera ûn maximum , fij' = z & .v ±= i -f- y' 1 
& alors B — i 5 "+" 4 V i* Mais on aura un mini~ 
tnum , fl on fait j'~z+y/iScx— i — \/z,Jc 
dans ce cas B — A fera = 4 — 4 V i. Au refte il s’agir 
ici des maxima & des minima de la première eljjc'ce. 

Si V eft i:ne fonfHon des variables x &i y mêlés enlèmbîe - 
Ton aura à Y d x -+■ q d y , p Sc q étant des fonêHons 
d’une des variables ou de toutes les deux. Maintenant fep- 
pofant P — O Sc q— O , on aura deux équations qui iêror.î 
<onnoîtrc x &ijy •, mais pour le maximum o\x \a minimum y 
on joindra enfemble deux valeurs, l’une de;x<Sc l’autre dej^ 
qui puifTent enfemble rendre V maximum ou minimum. Mais 
on doit avoir l’attention de ne joindre que le ma.ximiim avec le 
maximum & le minimum avec le manimum. Pour trouver 
les valeurs de .t , qui peuvent rendre V maximum ou mi- 
nimum , on confdcrera jc comme conftant , & l’on ditfô- 
renciera V dans cette fuppofîtion pour avoir dY~pdx 8 c 


dV 

d X 


p. Différenciant p dans la même fuppofiûoa 


iej' confiant , l’on a 


ddY 

~IT' 


dr, 


ddY _ df 

d d X 


Maintenant on e\*an\inera fi 



( apres avoir fubflitué 


les valeurs t^u’ont donné les équations p — O Zc çrzeo) eft 
pofîtif ou négatif; le piemicr cas indique un mi/iiiKuw, mais 
le fécond cas indique un maximum. 

De même en fuppofant x confiant, l'on a dY = q dy , 


rf V 



Subflituant dans 


ddY 

d) 

dq 

dy 


~iq. 


ddY 


d a 

(*)r 
dj 


les valeurs àt x &c dejK données par 


(*^i II eft aifé de voir qu’on fuppofe dy confiant, comme ea 
différenciant V dans la lappofitiofl de x variable, on a inp^ 
pofé d X confiant. 
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les équations q — o 8c p — o, on examinera G ^ . eft 
pofitif ou négatif 5 le premier cas indique un minimum & le 
iêcond cas indique un maximum. Si ^ eft pofitif 8c que 

les mêmes valeurs dc^& de X rendent — - ? - négatif ou 

réciproquement, l’on n’a ni maximum ni minimum. Si ces 
formules ou l’une des deux devient = o , on aura recours 

^ y & — (*)* Si ces formules ne s’évanouiflènt 

pas , l’on n’aura ni maximum ni minimum ; fi elles s’éva- 

fiouilTent, on aura recours à — — f’. ?- &c. 

<•** ’ d ' 

$18. Problème. Dans quels cas Y = x^ 
ievient maximum ou minimum? L’on a d V = ^xxdx 
•+• 3X^ — 3 * — 3 ^ > donc p = j r x — 3 a^, 

5 — 3 tt ar. Suppofant p = o & q = o, l’on a 3 x * 

»— 3 ty' s=: o , X x= ay ,y == -, 8cy’^=J ^ — . Mais 

4 44 

l'équation qe= o donne y y = âx: donc ax= , 

* 4 4 

** X =x*, a* = jf’, X — a. L’équation «> x = ar*, 
donne aufti *♦ — *a’=ooux=o3 fi l’on fubftitue 


ces valeurs de x dans je = 



1 on a_y = fl ou_y= O} 


mais 



éx. 


ddf 


= 6 , 


il 

<i} 



(*)Si 


df 


- s’évanouit fèul , alors on a recours lèu» 


lemcnt à f pour ce qui regarde ar , & l’on revient pour>^ 
à la formule ,-il- , oi 


ou rccjproquemcnt. 


= e: 
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i5l 

6iEb fa|>pofant xxso 6c j' == o , il vient 

iq' 

d X 


==o,&dansie cas de x = a& y = a, l’on a - 

dp 

~^=6à 

_ Jq , 

— l’on a un minimum pour ce cas , & alors V =a 

a • 



, 99 ^ Si 1 on avoit V=À-t-B-|-C, A étant une fonc- 
tion de X, B une fonftion de_y, C une fonftion de?, V 
feroit un maximum ou un minimum , dans les mêmes cas que 
A , B, C féroient i la fois chactm un maximum' aa un 
nimum* Mais li 1 on avoit A — 6 “ C , en conüdérant A -| 
comme une fonaiori de a: & de jk , cette quantité feroit uft 
riaximum , lorfque A -f- B feroit un maximum Sc C un mi- 
nimum. Si C étoit un maximum 4c A -f- B un minimum y 
cette quantité feroit un minimum. De môme en faifant 
y = A — B — Cj l’on auroit un maximum, lorfque A 
feroit an maximum, B -+-C étant un minimum. Mais fi A 
étoit minimum-, B-j- C étant mateimum, V foroit un mini-'- 
mum. Or par les principes précédens, il eft aifé de voir dans 
quels cas A , B & C deviennent maxima 6c minimai, donc 
on peut trouver les maxima 6c les minima de ces fortes Je’ 

S uaiitités. Si V étoit une fonition de x , j , ? mélés eufembicy 
e maniéré qVon eût dV = p dx -h qdy -j- rd^, on 
fuppoferoit /> = O, q==:o 6c r = O. Ces équations iuràfenc 
pour faire connoître x, y 8c p. On fera attention enfoire - 
que P dx repréfente la ditférerice de V , en faifant varier x fcule- 


inent; donedV =p dx, & dans Cette fuppolîtion — = « 

^ X * * 

Différenciant encore dans la même fuppo/îtion, l’on aurat 
ddV _ dév if ^ 

dx dx*'' — “”77“ ' examinera (} 


^ X ^ fobftituant les valeurs de x , y , ^ trouvées pÿ' 

les équations p = o,qex: o, r=ao) efi une quantité pofitive 
ou négative ; le premier cas indiquera un minimum , le feco# 
Cas indique un maximum. On portera lé même /ugeuient pou» 

la quantité ÿ — ~dj ~ ttouve éni faifeaf 

Tom a 1 ^ 
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cil 


les équations j = o& p = o, on examinera lï - ^ 

pofitif ou négatif ; le premier cas indique un minimum & le 
iècond cas indique un maximum. Si — ell polîtif & que 

les mêmes valeurs de_y & dex rendent — ^ ^ . négatif ou 

réciproquement, l’on n’a ni maximum ni minimum. Si cei 
formules ou l’une des deux devient = o , on aura recours 

3 /*\o* r 

& — JÿT~ ( y formules ne s’évanouilicnt 


d ** *y‘ 

pas , l’on n’aura ni maximum ni minimum ; fi elles s’éva- 

nouiflêne, on aura recours à — 

<•*' ’ d ’ 

98. Problème. Dans quels cas Y ~ 
devient maximum ou minimum? L’on ^ d V = ^xxd x 
— 5 X — 3 axdj'i donc f = 3 a: x— 3 ajr, 
î —’iJJ' — 3 ax. Suppofant p = o & q = o, l’on a 3 x x 

30?'= o, xx=2 aj ,jy — -^^,Scy=J—. Mais 

M Ma 

l'équation qesz o donne j'j' =r Rxj donc ax= , 

X =x*, B* = X*, X = a. L’équation a» x = x*, 
donne aulli x*-— xfl*=ooux=oj fi l’on fiibfiitue 


ces valeurs de x dans^yss 

if 


mais 


= 6x, 


— , I on a_y==fl ou^=: o; 


dy 


dd q 


in Si 


if 


à X 


s’évanouit lèul , alors on a recours {èu« 


lement à — ^ ^ poui ce qui regarde x , & l’on revient pour^ 


3 la formule 


ou réciproquement. 


= €. 
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O 1 = O , il frient zsz 

d X d 1 

dp 


fe 6 i En fuppofant x 

= o, & dans le cas de » == a& y = a, l’on a 
“ . Donc l’on a un minimum pour ce cas , & alors V : 


dx 


dy 

= 6à 


^ a 


99. Si 1 on avçit V = À-(-B-f-C, A étant une fonc- 
tion de X, B une fonftion de_>^, C une fonélion de?, V 
feroit un maximum ou un minimum, dans les mêmes cas que 
A , B, C ftroient i la fois chacun un maximum' au uh 
nimum. Mais 11 1 on avoit A — t- B — C , en conlîdêrant A -f -0 
comme une fonaiori de x & de jk ^ cette quantité feroit uft 
maximum , lorfque A -f- B feroit un maximum & C un mi- 
nimum. Si C étoit un maximum & A -f- B un minimum y 
çette quantité feroit un minimum. De même en faifanc 
V“A — B — Cj fon auroic un maximum , lorfque A 
feroit un maximum , B -f- C étant un minimum. Mais il A 
étoit minimum , B - 4 - C étant maximum , V feroit un minî- - 
mum. Or par les principes précédéns , il eft aifé de voir dans 
quels cas A , B & C deviennent maxima & minimai, donc 
on peut trouver les maxima 8c les thïnima de ces fortes -de’ 
ouantités. Si Y étoit une fonétion de , j , ? mêlés eafemblc,, 
de maniéré qu’on eût d V = p d x q dy rdf , on 
fuppofcroitp = 0,17=0 & r = o. Ces équations iaml'enc 
pour faire connoîcrc x, y & On fera attention cefaite - 
que P djf repréfente la différerice de V, eh faifant varier a; fcule- 

ment; donc dV=p & dans Cette fuppolition i- = p, 

l) X 


Diiférenciant encore dans la même fuppolition , l’on auri 
idV , . diV dp 

d J 


d X 

dp 




d X* 


On examinera û 


( en fubUituant lés valeurs de ^ > y % ^ trouvées 


les équations p — o^q — o , r=sô) elt une quantité polîtive 
ou négative ; le premier cas indiquera un minimum , le fcco# 
cas indique un maximum. On portera la même jugement poui' 

d d V d q 

* ~~J ~ — > ^uon Kouw én 


la quanuté 


Tomg liii 
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varier feulement J, & pour ^ 

en faifant varier feulement la quantité On aura foin de 
ne joindre enfèmble que des maxima & des minima. Si 1 on 
trouve un maximum, feulemcqt pour une v.uiable & des mi- 
nima pour les autres variables , ou des maxima pour deux 
variables , & un minimum pour la troifiéme variable, &c. l’on 

• • C"‘ ^ V 

n’aura ni maximum ni minimum. Si = o , on aura 

recours à J de même fi = o , on aura re- 

, à J &c. De même fî-^ = o , on examinerai 

' . r. _ Slî- ^ ne s’évanouiflent pas , 
l’on n’aura ni maximum ni minimum ; fi ces quantités font 
= o , on aura recours 

ioo. Problème. Dans quel cas V — * i ^ J f * 

6 d. Z. 1281.* . •• 

• ■ * - _i« ... devient maximum ou mini* 

^27 3 

mum ? L’on adV= 3 *V‘^^ — i iJV f" X 

< 4 7W2. ^ X 4 IV J î d ç ; donc en faifant p = o, 

2 7 

ç =0 , r == O , l’on aura f = $ x'j — i 2j = o i 

« 4 2. 7* 

g xs x> — ïz xi^ H ^ =0, r — 

^ * y* _ __ 2 4 = o. La première équation donne 

2 7 

fen tranfpofant& divifant par 3 j) x a: =4 V • ’ f 

jjubftiniant cette valeur de x dans la fécondé équation , il 

^ « 4 1, 7* . , 

vient 8 — i 4 H p = o , ou — i 6 

^ l-tiL- = o , ou X ^’ = t 6 ou f 

rT- , , 
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= 4 ^ , ou ^ = Y* r = ( B ). Siibftituam dans la troi- 

fiéme équation les valeurs de jc & de prilès des équa- 

à ^ A - ? *y ^ 

rions A &; B , il vient i i 8 r* H : — — i 4 X 

27. » 

», X 4 - î’ =0 , ou 8. 8. » -t- 8 5 — 8. P ^ r= O , ou I 6 -+- 
J — pç=o,ou i6 = 8^&^=:î. Subl^icuant cette va- 
leur de f dans les équations A & B , l’on trouve je = 4 

8f s= 3. Maintenant — — = 6 xjr =; 7 » , qui indique 

8 . 8 . 2, 3 . Z 


un minimum , —r^ = 


il. — 
h ~ 


I î 8 jii. 


quantité pofitivc qui indique auHî un minimum. Mais-j — = ii8 

X 1^— 14JC. ^=51» — »88 = îz4; quantité pofi- 
tive qui indique encore un n.inimum ; donc la t-bnélion* Vi 
deviendra un minimum , en fuppofant ;v = 4 , 7 = 3 , 7=1, 
& alors V = 8 5 4 ; & foit qu’on fuppcfe les quantités x , 
^ > î ) augmentées ou diminuées d’une quantité fort petite /, 
on aura un réfultat plus grand. 

On doit remarquer que (i les équations p = o , q = o,r:=xo 
&c. donnoient pour les varia’olcs x ^ &c. des valeurs ima- 
ginaires ou contradiéloires , dans ce cas on n’auroit ni maxi- 
mum ni minimum. -Il peut encore arriver qu’on trouve un 
minimum tel qu’il ne foit pas pollible d’en avoir un plus 
petit , ce qui vient des puifunces paires des variables qui fe 
trouvent dans la valeur de V. C’eft ainfi que V = x ot -f- 
— X — J cft un minimum = lorsque Ar = f 

eft Impoflibledc le rendre plus f>eti: , s’entend 
en regardant les quantités négatives comme au-deflbus de o : 
car autrement cela feroit très-pofTible. 

SiV = A-(-B-f-B-f-D-f-E -f-F'-f-&c,A étant 
une fonéfion de .v , B une fonélion de j , C une fonéiion de p , 
E une foaétion de x' , D une fonction de x " , &c , V fera un 
maximum ou un minimum , lorfque A, B, C, &c. feront à 
la fois des maximum, ou des minimum. Mais fi V = A 
B — C — D , pour que V foit un maximum ,9 faut que 
la quantité — C — D , qui eft foufrraite, foit un minimum, 
lorfque la quantité A-t-B dont on foullrait c(^ua maximum. 
Mais V fera un minimum , fi la quantité dont on fouf- 
trait eft un minimum. & la quantité îbuftraite un maximum^ 

La 
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fi V eit une fondion des variables x , x' , x" Scc.j', y' ,y" 
Scc. f > î' > {" mêlés enfemble , l'on aura d V = pdx 
^p'dx'-+- p" d x" -hSic.-i-qdj'-h q' df -i-q^d y" -+-Scc, 
-f- r df -f- r' d f' -4-r"dî"&c, &J’on ferap=o, p* = o, 
p"=o, ç=o,ç' = o, 9 '' = o, r = O , r' =0 , r' = O, 
&c. De ces équations, par les régies ordinaires de l’Algèbre, 
on tâchera de tirer les valeurs de x, x' Scc. on aura enfuite 

rfY * ‘^P’ 

P> 


Scc. Si ces quantités font pofitivcs , clles_^ indiqueront des 
fninimctj & cics maxiina fi tlles font négatives ; mais fi^ une 
valeur de x indique un maximum & que la valeur de x in- 
dique un minimum , ces valeurs de a; & x' ne donneront 

pour V ni maximum ni minimum. Si , Scc — o , 


on examinera fi s’evaaouiflênt oq 

non , fi ces quantités ne s’évanouilfent pas , 1 on n aura ni 
maximum ni minimum. Si - examinera fi 

eft pofitifou négatif. Le premier cas indique un mi- 
ixi ‘ 

nimum le fécond cas indiquant un maximum. 

De même £ l'on a — t fi ««P®" 

firif, le minimum eft indiqué; au contraire le maarimum eft 

indiqué , fi cette quantité eft négative &c. Mais fi un maxi- 

i^P 

mum ou un minimum étant müiqué par jj - , — ;7yi &c. 


ne s’évanouiffoit pas , ce qui indiqueroit que la va^- 

leut^ de y ( ou aucune des valeurs de jy , fi aucune déliés 
• ne peut ^re évanouir cette quantité ) ne peut donner ni 
maximurMi minimum j dans ce cas l’on n’auroit m maxi- 
mum ni minimum. Si les équations p — o, P — ® 
noient plufieurs valeurs pour les variables Jf, * &c. il rau- 
d;oit joindre enfemble celles qui donnent a la fois un maxi^ 
mum ou un minimum, Sc lejctter les autres comme inutiks. 
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Des développées & des rayons ofculateurs, 

101. SI on conçoit qu’un fil enveloppant une 
courbe ABC ( fig. 64 ) vienne à fe développer 
en reftant toujours tendu fans cependant s’allonger, 
l’extrémité A de ce fil décrira une courbe A F N, 
qu’on appelle courbe de développement, la courbe 
ABC s’appelle la développée , les portions B E , 
CF &c. du fil font appellées rayons de la développée, 
' Corollaire I. Si lé fil fe termine au fommet A 
de la développée , il eft évident que chaque par- 
tie B E de ce fil eft égale à l’arc développé A B j 
mais chaque rayon F C fera plus grand que l’arc 
correfpondant , fi on fuppofe que le fommet de 
la développée eft en B , de maniéré que AB foit 
une ligne droite. En général le rayon de la déve- 
loppée eft égal à l’arc développé, en ajoutant une 
confiante, s’il le faut. 

CorollaireII. Chaque rayon B E de la 
développée pouvant être regardé comme le pro- 
longement de l’arc infiniment petit BC, arc qui 
peut être confidéré comme une ligne droite, U 
eft vifible , i". que chaque rayon de la dévelop- 
pée eft tangente de la développée; 2°. que le fil B E 
en paflant de EBenFC, décrit un petit arc EF, 
qu’on peut regarder comme un arc circulaire dont 
le centre feroit en C ; de maniéré que le rayon F C 
eft perpendiculaire à la tangente F T au point F, 
de la ligne de développement ( car le rayon d’un 
cercle eft- perpendiculaire à la tangente du cercle 
qui aboutit à l’extrémité de ce rayon , voyez I9 
Géornétrie. Donc fi des extrémités E, F d’un arc 
infiniment petit d’une courbe, l’on tire deux per- 
pendiculaires EC, FC, ces perpendiculaires fe 
rencontreront en un point C , qui fera un point 



l / 

l I ' 
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de la développée de la courbe donnée , & l’on 
pourra regarder l’arc EF comme un arc circu- 
laire décrit du centre C. Maü parce que les cer- 
cles font d’autant moins courbes, que leurs rayons 
font plus grands , il eft vifible que la courbe de 
développement deviendra d’autant moins courbe 
qu’elle s’éloignera plus du point A , où aboutit le 
rayon de la développée qui eft = o ou qui eft 
le plus petit. Ainfilaplus grande courbure fe trou- 
vera en cherchant le plus petit rayon , & la moin- 
dre courbure fe trouvera en cherchant le plus grand 
rayon de la développée ; & cela par la méthode 
des maxhnis & des minirnis. 

Remarque. Si du point P avec un rayon FP 
plus grand que BC, on décrivoit un arc de cer- 
cle , cet arc pafTeroit au-deffus de l’arc EF. Il 
paffbroit au contraire au-defl'ous de cet arc, fi on 
prenoit un rayon/; F plus petit que FC; donc 
le cercle décrit du point C avec le rayon FC, 
eft celui qui fe confond le plus exaélement avec 
l’arc infiniment petit E F. Ce cercle eft appelle 
arcli ofculaicur ^ & fon rayon eft appelle rayon 
ojculauur, rayon de la développée , rayon de courbure , 
parce que la courbure de l’arc infiniment petit F E 
de la courbe de développement eft la meme que 
celle de l’arc correfpondant du cercle ofculateur. 

Nous appellerons an"k de courbure ( fig. (5y ) 
d’un arc EF d’une courbe l’angle ECF que for- 
ment deuxi lignes perpendiculaires à cet arc me- 
nées par fes extrémités ; cet angle eft égal à ce- 
lui que forment les deux tangentes menées par 
les extrémités de cet arc. En effet les angles du 
quadrilataire M E C F valent quatre angles droits, 
ür les angles C E M , CFM /ont droits ; 
donc FME -H FCE valent deux angles droits. 
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Mais F ME 4- FMN valent auflî deux angles 
droits; donc ECF = FMN. De plus en regar- 
dant Tare infiniment petit EF comme circulaire, 
& tirant la corde EF, l’angle N MF, extérieur 
au triangle E M F , vaut les deux angles inté- 
rieurs E & F ; mais ces angles font égaux , parce 
qu’étant faits par une corde & une Agente, ils 
ont chacun pour mefure la moitié de l’arc EF ; 
donc chacun de ces angles eft la moitié de l’angle 
de courbure. Mais fi on fuppofe que l’arc ef eft 
E F & que le rayon e c eft moitié du rayon il eft 
vifible que l’angle eef fera double de l’angl^i CF, 
& que l’angle nmf fera aulîi double de l’angle 
NM F ; de forte qu’en général les angles de cour- 
bure font en raifon inverfe des rayons ofculateurs ; 
donc aulîi les courbures des cercles font en raifon 
inverfe de leurs rayons. 

Remarque. Le*triangle E MF eft donc ifcH 
celle, & l’angle de courbure NMF, mefuré par 
l’arc EF qu’on fuppofe infiniment petit , eft aulîi 
infiniment petit. 

Corollaire. Il fuit de ce que nous venons 
de dire, qu’un arc de courbe EF ne peut être 
regardé comme circulaire, ou ce qui revient au 
même , ne peut avoir une courbure circulaire ou 
un cercle ofculateur , fi les angles E & F ne font 
chacun la moitié de l’angle NMF que forment 
les tangentes extrêmes , ou ce qui revient au 
même , fi les angles E & F , formés par la corde 
& les tangentes extrêmes , font inég^aux.- 

102. CorollaireII. Il fuit du corollaire 
précédent & de la remarque précédente, qu’il y a 
des arcs de dliirbe qui n’ont aucune courbure circur 
laire. Soit /e ( fig. 66 ) un arc infiniment petit d’une 
parabole quelconque difi’érente de la parabole or- 


Digilized by Coogle 



idinairé, que le fommet de cette parabole foit 
en /, je inene rordoxinée e p perpendiculaire à 
Taxe pn , la tangente « /j& la tangente fm{ qu’on 
peut regarder comme l’ordonnée prolongée du 
point / de la courbe ). L’angle de courbure / m n étant 
infiniment petit ( remarque précédente), l’angle 
mfn — tp.9. étant droit, l’angle mnf différé 
d’un angle droit que d’une quantité infiniment pe-: 
tite ; ainfi on peut le regarder comme étant égal à 
l’angle nfm ; & partant le triangle mfn doit être 
cenfé ^celle , & par conféquent m n eft cenfée 
= //;?; donc f m me :: mn -.me. Or à caufe 
des triangles femblables nmf èc ne p, mn — mf ; 
fm'.xnf’.fp. Mais dans aucune parabole/ fi on 
excepte la parabole vulgaire) nf n’eft pas — fp\ 
donc on n’a pas non plus em ■= f m\ donc le 
uiangle e/Tz/n’eft pas ifocelle; donc les angles mef, 
m fe ne font pas égaux; donc^a courbure de l’arc e f 
n’eft pas circulaire , & il n’y a aucun cercle ni fini 
ni infiniment grand ni infiniment petit qui ait 
une courbure égale à la courbure d’un tel arc. 

J’ai dit que dans aucune parabole fi on excepte 
la parabole vulgaire , on n’a pas «/=;//». En 
effet, il faudroit qu’on eût la fous -tangente pn 
?= 2,fp \ or la fous -tangente des paraboles eft 


f 10) =. 


; donc la fous - tangente eft 
(m -J-n).* 


à rabfcIfTe fpszsxy comme - — ^ — ; a: : ; 

n 

( m n) X X ! m-\- n : n \ mais dans la feule 
parabole ordinaire, l’on a/w=n = i ; donc dans 
la -feule parabole vulgaire n p i f p x x 2 i 1 \ 
donc &c. 9 

Remarque. Cependant les Géomètres enfei- 
jjnent communément que tout arc de courbç ^ 


Digitized by Google 



Calcul différentiel. 



v;ie courbure circulaire; tnais ce que nous venons 
de dire fuffit pour faire comprendre ce qu’il fout 
penfer d’une telle dodrine. 

Cherchons maintenant les expreflîons de cer- 
taines lignes qui nous Serviront pour trouver les 
forrnules du rayon ofculateur ; mais on doit bien 
fentir qu’il ne s’agit pas ici des courbures qu’ont 
les courbes dans quelques points finguliers, 

105. Soit la courbe A B D dont AP eft la 
ligne des abfcilTes ( h'g. 67 ) , & dans laquelle on 
ait coupé les arcs infiniment petits BC, CD, qui 
ne doivent différer entr’eux que d’une quantité 
infiniment petite , par report à ces mêmes arcs. 
Qu’on menn^la corde B C prolongée jufqu’en M , 
les (Ordonnées & les autres lignes que repréfente 
I3 figure. Faifons P « = B F = dx, CS d x 
•i- d d X, BC = </s, AÇ==r, FC = dy. 
Les triangles B FC, CSM étant femblables ( à 
caufe des parallèles B F, CS), l’on zl dx-.dy.i 


dx <^d dx : S M = 


dx ày ^ày d dx 


dx 


J 


mais SD 


^dy ddy ( *) ; Donc DM= SM: — SD 

djr d d X — d X d dy 
d X 

Suppofant que la ligne DL repréfente un arc de 
cercledécritdupointCcomme centre, cet arc pourra 
être, regardé comme une ligne droite perperdicu- 
laire fur C M ; & comme l’angle b iT) eft double 


(*) Car lorfque dx devient = d x -+- d d x , dy devient 
r= dy -h d d y, mais ici x augmentant , dy va en dimi- 
nuant , & l'on 7i d dy négatif ; c’eft-à-dire , que S D ~y 
— ddy y oii SD=z dy -f- d dy , en Ce fouvenant que ddy 
eft ici négatif. Si la courbe Ctoit convexe du côté de Taxe A R, 
4 dy ferojt pofiûf. 
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de iC D, Ton a ^ îD = MCD ; donc cet arc 
mefure l’angle de courbure CQD=^iD. 

Les triangles M L D , . C S M ayant l’angle M 
commun & les angles L & S droits , font fem- 
blables ; donc CM:CS ou BC:BF::DM: 

iydix — dxddy 

D Likoud $ \ dx:i ■ — : iJ u 

’ dx 

dy d d X — d X à dy 

d s 

Si l’on fuppofe D L = q , le rayon = i , & 

, . q dyddx — dxddy 

OU on lalle ds : i : : ^ : — - = — r -> 

^ ^ ds ds^ 

l’on aura la mefure d*un angle questions ferons 

aullî = q. 

Il eft bon de faire attention à cette valeur de la 
melure de l’angle q, laquelle feroit négative , fi la 
courbe étoit convexe du côté de l’axe , parce qu alors 
la ligne DL feroit fituée du côté de l’axe. 

Cela pofé , en fuppofant que les lignes C Q 
D Q font des ravons ofculateurs , l’angle Q fera 
z=hiTi— 2. iC'D = LCD; ainfi les triangles 
LCD, C Q D font femblables & ifocellesi Donc 

„ dyddx — dxddy 

LD; CD:: CD: DQ C) on— — ^ : 

ds:: ds:DQ— ; — , valeur du 

^ dy dd X — dx d dy 

rayon ofculateur, que nous ferons = R. 

"Si du point Q l’on tire Q N perpendiculaire 
furCw, prolongée, s’il le faut, l’onci;.iraun triangle 
rcûanglc dont le rayon ofculateur CQ fera l’hypo- 


f * ) La corc!< C D étant cenféc fe confondre avec l’aiC 
inCnimcnt jxtit C D , eft cenféc égale à ce: aie. 
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t'iénufe , il s’agit de trouver les côtés de ce triangle 
C que nous appellerons coiJs du rayon ofculateur ). 
Les angles N C S, Q C ^ étant droits , fi l’on 
en retranche l’angle commun Q C S , l’on aura 
NCQ=SC/^; ainfi les triangles C S ^ , CNQ 
feront femblables, & donneront : CS :: CQ: 
CN,*&C^: ^S = SD(*):: CQ: NQî donc 

ds dx-\- ddx = dx'.'. - — r-T ^ CN- 


dxds^ 


d_yd d x~d X d 


d jfd d X — dx d dj'* 


8c ds: dy :: 


d^a dx — dxà dy 


dyds^ 


^ ^ dy dd X — d X d d y 

Les expreffions ci-delTus deviendront plus fim- 
ples, en (uppofant quelque différentielle confiante. 
Si on fuppofe dx confiant , l’on a =0; R 

■■ — ; CN== NQ=— 

d X d dy d dy ^ d x d dy 

Si on fuppofe dy confiant, l’on ?l d dy — o 


dy ddx 


dy ddx 


d J» 


Si par l’équation de la courbe , apres 
avoir éliminé les différentielles , l’on trouve le 


ddx 


( * ) Car l’an;rîe i C D étant infiniment petit , le côté b D 
lui e/t oppofé eft infiniment petit par rapport â CD , qui 
c(t infiniment petit du premier ordre, aufli bien que SD; 
donc D b ell infiniment périt , par rapport à S D ; donc la li- 
gne S D elt cenfée — S b- De plus ! ’arc infiniment petit C D cft 
cenfé Ce confondre avec fa tangente, 8c l’on peut fuppolèr 
que cet arc cft égal à }a tangeate Ci = C.r, puilque C.r 
8c C b ne peuvenc différer que de xb , quantité igfcnimenc 
petite par rapport à Ci , qui cft infiniment plus grand 
que iDj ot bu, Dar, xb lont de nicrac elpéce. 
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rayon ofculateur R ou le côté CN pofitif, lat 
courbe fera concave du côté de Taxe ; au con- 
traire la courbe tournera fa convexité vers fon 
axe, fi le rayon ofculateur eft négatif, ou fi le 
• côté C N eft négatif. 

Si onfuppofei/5 confiant, l’on aura Mais 

d 'yàonc 2 d s! d d s -=s. 2 dx.-ddx 

. . . . dx. dix 

2 dy. ddy — O , èc d dy . 

Si l’on Tubftitue cette valeur de ddy dans l’ex- 
preflîon du rayon ofculateur , nous aurons R =s 

d J*, dj' d I*. dj' 


d j’. d d X d X*. d d X 

d S dy 
dix 


d dix 


Les formules que nous venons de trouver 
ont lieu , fi les ordonnées ^nt perj^diculaires 
aux abfcilî^. ^ 

Sil’angle B TA des po-ordonnées n’eft pas droit,' 
foit le Jîfius de cet angle = a, fon cojinus = c i 
AT =x, TB —y. Le triangle redangle B PT 
donne ( en fuppofant le rayon == r), r : a :: y : 

BP= , r: c :: y : PT:= -^î donc 

AP = X ; c eft pourquoi en mettant dans 

les formules ci-defllis x — ■ au lieu de x, 

r ^ >■ 

au lieu de^ (*), vous aurez les valeurs données eff 

(*) Au lieu (3e dx, on mettra la différentielle de x ^ * 

au lieu dè d dx, on mettra la fécondé différentielle de U 

/ * i/ 7 

meme ^juantite } au lieu de dy , ddy , l’on metaa - — — > 
ij ' ^ 
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*73, 


AT &BT. Ayant fait les fubftitutions, l’on'aR=;a 

rds> {r d x — c dj^) ds* 


a> [dj'ddx—dxddj') 

NQ 


>CN=: 


a ( d^ dd X’— d X d d 


dy d dx — d X d djy 

Sans faire mention de différentes autres mé- 
thodes par lefquelles pn peut trouver des formules 
pour le rayon ofculateur , nous en donnerons 
une, par le moyen de laquelle on évite les dit 
férences fécondés. 

Soit la courbe P C , rapportée à fon axe AR ( fig. 
68), en fuppofant les ordonnées perpendiculaires 
aux abfciflès, qu’on tire les lignes CQ, D Q perpen- 
diculaires à Tare Infiniment petit CD, & les ordon- 
nées CL , DR. Ayant pris G/ égale aune conftante 
on mènera par le point /"la ligne //n perpendi- 
culaire à C Q , & par conféquent parallèle à l’arc 
CD, qu’on peut regarder comme une ligne droite, 
ce qui donnera D o = C/; par le point o me- 
nez la ligne ot perpendiculaire à DQ , & qui 
rencontrera CQ en n. Cela pofé, foit AL=x, 
L C = ; donc CS = ^x, DS = dy , & faifant 
Cm-= P, l’on aura /Z m — dp. Les triangles DSC, 
f mC. ayant les angles S & /« droits & les angles 
DCS,/Cw 2 égaux ( car fi des angles droits SCL, 
Q CD l’on retranche l’angle SC/72, il reftera les 
deux angles dont on vient de parler), font fem- 
blables ; ainfi DS : DC : : frn : /C, ou D S X 
/C=DC X fm. Et parce que les triangles omn, 
Qtn font femblables, & queQt/i eft femblable 
à Q C D , l’on aDC:/ 72 /ï::QC : om = f m y 
(parce que les prdonnées CL, DR étant fuppofes 
infiniment oroches , le point o eft cenfé fc con- 
fond,re avec le point-/); donc D C x f m 
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QC X mn\ donc DS x /C = Q C x mn\ 
ou DS : /« : : Q C : /C, ou dy : dp :: R : é; 

donc R = — T-— > les triangles fembla- 

d P ' ^ 

blesCSD, Cfm donnent p \ b w dx \ d s\ donc 

P = — . Par cette formule on déterminera 

facilement p , & par conféquent auflî dp. ^ 
Si les ordonnées partent d’un point fixe F 
( fig. 6^ ) , ayant tiré les ordonnées qu’on voit 
dans la figure, la corde E C L prolongée jufqu’à 
la rencontre de l’arc D L décrit du point C 
avec le rayon CD, la tangente Cb ( qui eft 
cenfée égale à l’arc CD), avec les rayons of- 
culateurs CQ, DQ; il eft vifible qu’en confidé- 
dérant l’arc infiniment petit B C D comme circu- 
laire , l’angle LCD , formé par une corde & le 
prolongement d’une autre corde , aura pour me^ 
lure (voyez la Géométrie) la moitié de la fomme 
des arcs fous-tendus par ces cordes ; & comme 
on peut fuppoler ces arcs tels qu’ils ne différent 
entr’euxque d’une quantité infiniment petite, par 
rapport à eux , cet angle aura pour mefure l’arc 


CD =B C, & fera = CQD, tandis que l’aq- 
gle ^ C D formé par la tangente , & la corde C D 

Z 

Si on fuppofe que le point C de la courbe eft 
le point d’où partent les ordonnées ; à caufe que 
l’angle L C D eft égal à l’angle de courbure , 
fi nous fuppofons que la mefure de l’angle 
D C L ( prife dans un cercle dont le rayon fait 
= I ) eft = J a: . l’on aura I : d x : : CD ~ dy 
( en fuppofant C D inafîîgnable ) : DL = dy, dx.^ 
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Mais les fefteurs CQD, LCD font femblables , 
donc QD=R:CD = J>::CD (dy) :Bl. 
dy, dx’y donc alors au pôle C l’on a R == 

, ce qui efl; un cas particulier. 

Suppofons maintenant que les ordonnées par- 
tent du point F ( fig. ) , fitué comme l’on 
voudra par rapport à la courbe , du point F je 
décris l’arc Qm — dx , & je tire FM perpendi- 
culaire fur QC , les triangles F CM, DCtc ont 
les angles M & wz droits & lès angles F CM, 
DC m égaux Donc ils font femblables; ainli 
en faifant F C —y , l’on aura D /w ( z/jy ) : D C 
F M : F C =iy. Alais ayant tiré F t perpendicu- 
laire fur QD , les triangles FMu , Qüz iont fem- 
blables ; donc aufli QDC femblable 'dut Q (’'*')» 
fera femblable à FM zz ; & partant D C : M « = 

C en faifant CM = p) :: CQ (R) : FM; donc 
puifque les termes pioyens de la première pro- 
portion font les mêmes que les extrêmes de la 
derniere , l'on aura dy x y = dp x R,ouR=; 


dp 

nent FC 


mais les triangles C D m , F M C don- 
CD:C/7z,oujy: p :: ds : dx; 


donc p = 


CM :: 

j'dx 

ds 


Si dans la formule R 


y' d y 

di> 


la valeur de dp prife de l’équation p = 


l’on fubftitue 

j^dx 


d s 


(*) Car li d chacun c!e ces angles l’on ajoute l’angle Q C m, 
l’on aura les angles droits F C ;n , Q C D. 

(**) Car on peut regarder u f perpendiculaire à QD com.nc 
parallèle à C D. 
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djr âx d s ddxds — j' d xdds 

qui donne dp^ ■ ' — ds^ — * 

j'ij/ds^ 


l’on aura ds{djydx -hj^,ddx)--ydxdds' ^ 

& parce que = dx’- + dy' C), & par con^ ’ 

féquent ds — { dx' ■+> dy^ ) ", le dénominateur 
de la valeur de R deviendra , en fubftituan’t la valeur 

. . ^ dxddx-^dyddjy ... ... 

de dds , qui eft deviendra, dis-je, 

ds^{dj^dx-^j'ddx)—jrdx.{dxddx-i-djrddj') 

r~! r~* 

ou en faifant les multiplications indiquées ^ 
fubftituant la valeur de ds^ & réduifant, 

d^{dxi -t-dxdy^-hj'dj'ddx^j/dxddy) ■ 

" ^ ” ds ■ ■ 

en divifant ydyds^ par cette quantité, & effa- 
çant enfuite dy, qui fe trouvera au numérateur, 
& au dénominateur du quotient , l’on a R ^ 

ydsi 

dx^ -h dx dy -hy dy dd x—ydx ddy 

yds^ 


dx ds’^ -i~y dydd x — y dx dd y * 

Si on fuppole dx confiant , l’on a ddx =i O 


& R = 


yds* 


il vient R 


dx^-\-dxdy ^^yd xddy 
yds^ 


. Si dy eft confiant. 


dx^ 4 -; dxdy^ -hy dyddx 


. Si 


(*) Car le triangle CmD eft reftangle. L’exprefTionderfi» 
eft k même , lorfqiic les ordonnées font perpendiculaires aux 
abfdires. ... 
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du point Q ( fig. 70), Ton tire QN perpendi-* 
culairement fur le rayon FC, nous appellerons 
côtés du rayon ofculateur les lignes Q N ôc CN, 
Q N fera appelle U premier côt: & C N /e fécond côU 
du rayon ofculateur,. Pour les déterminer , je re- 
marque que fi des angles droits F Cm, QCD 
l’on retranche l’angle commun Q C ot , les relies 
NCQ , /n C D feront égaux ; donc les triangles 
reélangles QNC, /raCD font femblables & don- 
nent CD: Ç/n : : CQ : CN, & CD: Dot ; i 

C Q : N Q ; donc i* C N S ^ S .. 

O 

~dx^ -hdx djrddx-^jydxddy ^ ^ ^ 


CQ.D 


m 


• * 


yàyd s* 


CD à x^ X djrdd x-^yd X ddy* 

en fuppofant fucceffivement dx ôc dy conftans ; 
ces formules deviendront plus fimples. Si la va- 
leur de R & de C N eft pofitive, la courbe tour- 
nera fa concavité du côté du pôle ; fi le con- 
traire arrive, la courbe tournera fa convexité au 
pôle. 


Pour faire ufage des formules ci-delTus, files 
courbes font rapportées à un axe, il faut éliminée 
l’iine des variables x , ou y par le moyen de le- 
quation de la courbe, & l^n parviendra à una 
formule qui contiendra la valeur du rayon & 
des côtés du rayon R en termes finis. Si la courba 
eft rapportée à un foyer, il faut chaftèr dx, 
& trouver le rayon R & fes côtés exprimés en y. 

Remarque. Dans les formules qui ne fup- 
pofent aucune différence confiante , en éliminanc 
une des fécondés différences par le moyen de 
Tom m, JVi 
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l’équation de la courbe , ôn éliminera toujours 
l’autre fécondé différence ; de forte qu’en éliminant 
ddx , on éliminera les deux termes dy ddx 
dxddy. Car foit l’équation de la courbe dx = 
qdy , q étant une fondion de x & de^, l’on aura 
ddx ^ dq, dy q d dy \ donc dy ddx = dy x 
f dq,dy-\- qddy ), dy d d x — d x ddy =d y X 
Ç d q. dy -1- q d dy ) — d x d dy = d q dy^ -f- 
qdyddy--— qdyddy{tx\ fubftituant la valeur 
àiC.dx ) q , quantité qui ne contient aucune 
lèconde différence. 

Ayant trouvé le rayon ofculateur & les côtés 
de ce rayon, pour déterminer la développée d’une 
'courbe BD ( fig. 71 on la reportera à fon 
axe AP , & faifant A L=x , L C =y , on aura 
une .équation entre x 8 cy, &. de plus le rayon Q G 
aufïî bien que fes côtés , lêront donnés en ee ëcy. 
Le jjoint Q étant un point de la développée , de 
ce point je tire Q P = ^ , ordonnée à l’axe A P. 
qfera donc l’ordonnée de la développée , dontl’abf- 
ciffe fera A P = /> ; & parce que N Q=LP &LN 
= CL — CN=^ — CN, l’on aura deux 
autres équations p = x -+• QN , q=y — CN, 

' dans lefquelles QN , CN font donnés en x 
& y. L’on a donc trois djuations ; & fî par le moyen 
de deux de ces équations on élimine x & y, l’on 
aura une équation #itre p Si q^ qui exprimera la 
nature de la développée. 

Si la courbe B D ( fig. 70 ) eft rapportés au 
foyer F, & qu’on ait -l’équation entre FC = 

Si Q m =z dx , on pourra avoir le rayon ofcu- 
lateur & les côtés de ce rayon exprimés en y. 
Ayant prolongé le rayon D Q julqu’en P , de 
maniéré que P foit le centre de l’arc» luivant D^» 
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la développée paflera par les points Q & P. Je 
mene les lignes FQ ( rayon de lare Q M ) & FP, 
Je fais F Q =p , QÀI dq', ]\ faut trouver une 
équation entre p ècdq. La ligne PQ eft la dif- 
férence entre le rayon de l’arc CD & celui de 
l’arc D b ; donc cette ligne eft la diflférentielle du 
rayon ofculateun D’autre côté }AŸ — dp, & de 
plus le triangle reâangle QMP donne PQ, ou 
la différentielle du rayon ofculateur , ou la diffé- 
rentielle de la développée = dp^ -+T dq^ 
D’ailleurs FQ = /; —Y ( FN/H-(Qi^, ou 

(parce que FN=_y— C f>),p=Y (ÿ— CN)»-<-QiN 
mais C N & Q N font cenfés donnés en y ; donc 
on aura deux équations avec trois inconnues y ^ 
P , d q-, & en éliminant y , on aura une équationf 
entre p dq, qui appartiendra à la développée.- 

lOq.. Problème. Trouver Iê rayori ofeuLiteur dé 
la parabole vulgaire A C ( fg. 72 ). Je prends la 

formule R = , dans laquelle p =s= -ÜL. 

dp ^ ^ fis * 

& je cherche d’abord la valeur de p. Soit le pa- 
ramétre de la parabole = 2a, Téquation do 
ectte courbe fera 2 a x = y y, donc 2 adx 

a=z 2ydy , dx , ëc dsz=Y^ dx^ -i~dy% 

au U U 

*= — Y ; ainft p « — =ar 


V ( H 


i donc d p 
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hv^iy ^ aaidy , „ hijf 

C)= ; doncR= — 

{y y -f- <« a ) " ^ {y y •+- * 

Or <i eft la moitié du para- 
ît a 

mètre ; donc la fous- normale LP = a. De plus 
f/' (yy -i- aa ) eft la normale-; ainfi le rayon 
ofculateur de la parabole eft égal au cube de la 
normale divifé par le quatre de la moitié du para- 
métre. 

Pourdéterminer la développée de la parabole, je 
cherche les côtés C N & N Q. Ayant tiré la ligne C Q 
perpendiculaire à la tangente au point C corref- 
pondant à l’ordonnée L C & ' égale à la quantité 
que nous venons de trouver, les triangles rec- 
tangles CLPjC N Q donneront CP ; CL:: CQ: 

c N = 

CP J <* 

mêmes triangles donnent CL:CN :: LP:NQ 

C N. L P yy -h a a , , 

— - — z=x — ; de-la on tire 

CL ^ 

les équations fuivantes /»=a? -+-NQ(^*) = x 

ou2af 

a a ' 

/-xT y-{yy-^‘^<’) 

= ^=CN— jy= — 

.— y — ~ — , OU = y’. Je multiplie l’équa- 
■' a a 

tion Apaf^, & je la difpofe ainfi 2ay, (/» — a) 

(*) On prend la différentielle en faifant varier d’abord le 
numérateur Se enfuitele dénominateur , qu on^peut faire paiTet 
au numérateur en lui donnant l’expofant -—- ï. 

/*') On a pailé ci-delTus de cette équation. 

' _ . , 

Car l’équation ^ax s=:yy donne x=s - • 
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s= 3 ^5 ; donc 2 a y. (p — <*) = 
zy.(p—a) = ^aq,Scyi— *lx ^ub- 

ftituant cette valeur dej^’ dans l’équation a a 

... . 1 7 * j’ ? * } » 7 a 

il vient a’’ û =: ■ — ^ —, ou p — a = 

^ 2 .{p — ap * ^ 8 


X équation à la fécondé parabole cubique, que 
l’on peut conftruire de la maniéré fuivante. Je 
prends AM = C c’eft le demi- paramétre de la 
parabole propofée) , & regardant MR comme 
l’axe des abfcilTes , je fais le quarré de chaque 
ordonnée RQ égal au cube de p — a ou égal au 

cube de MR divifé par le paramétre ; de - là 

8 


on peut conclure l® queCQ eft = a lorfque y = o, 
c’eft-à-dire , au fommet A de la parabole ; donc au 
fomraet de la parabole le rayon ofculateur eft 
égal au demi-paramètre. 2°. L’on peut avoir fa- 
cilement la redlfication de la fécondé parabole 
cubique', puifque l’arc MQ eft égal à la diffé- 
rence entre le rayon ofculateur CQ & la ligne AMj 

{y y -h a a 

aimaisyy 


donc l’arc MQ 


1 a P — i a 


J doncMQ 


2 , 

__ (t rfp-f- aa)* 


a. 


3 “ a J V 17 

Remarque. La branche AF aura pour dé- 
veloppée la branche MS, & la fécondé parabole 
cubique a un point de rebroulfement M cor* 
refpondant au plus petit rayon ofculateur MA; 
& fi l’on compte les co - ordonnées depuis le 
point M, & que l’on faflc MR = /? — a = y, 
les abfciflès ( comptées fur la ligne ^iM) RQ=s 
s= JC , le paramétre l’on aura y^^gx^t 
* M 3 . 
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équation de la développée. Et il eft aifé de 
voir que toutes les courocs qui ont un point de 
plus grande courbure ou de plus petite courbure, 
ont une développée qui a deux branches , & que 
le point de cette développée corrcfpondant au 
plus grand ou au plus petit rayon ofculateur , eft 
iin point de rebroufiement. 

Ce que nous venons de dire fuffit pour faire 
fentir la vérité de cette propofition , dans le cas 
que le rayon ofculateur eft un minitr.um. Ce que 
nous allons dire fur la développée de Tellipfe, 
pourra faire comprendre la vérité de la propofi- 
tion, lorfque le rayon ofculateur eft un maximum^ 
loy. Problème. Trouver U rayon ofculateur 
de l'ellipfe & de Chypetbole & 74)- Soit l’axe 

e= a, le paramétre = p i’abfcifle AL = a; ; donc 

— r a: -V - V X X 

onauray'^=/>ji:^ ^S,cy=y (px^ ), 

a a 

piflTérenciant , l’on trouvera la valeur de dy^ & 
différenciant encore , dans la fuppofition de a; 
conftant , l’on aura la valeur de d dy. Subftituant 
pes valeurs dans la formule ci - deffus ( 103 ) 

— , , en fe fou venant que ds=j/'(dx^-+- dy ^) , 

•—dxaâjr * 

pn trouvera R = 

(aapp + ^appx-h^j’pxx-i-Jia^ P X + 4 apx^ ) ^ 
i p^ 

\/(a^p^:^/^appxrh^rrxx-^^iaapx-i-napx'^). 

Mais en cherchant la valeur de la normale qui 


jr y/ (dx’-ydjr^) 


y l’on a, dis-je, cette 


-h 4 appx-h APPxx -h j{aapx 4-40]»%?) 
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quantité que je fais = m. Si l’on éleve cette quantité 
au cube , qu’on la divife par/’^ & que l’on la multi- 
plie par ou , ce qui revient au même , G on di- 
vife le cube de cette quantité par ~ l’on aura 


R = ^ ■ ; donc dans l’ellipfe & l’hyperbole , 

J P 

le rayon ofculateur eft égal au cube de la nor- 
male , divifé par le quarré de la moitié du para- 
métre. 

Dans le cercle la normale & le demi-paramctre 
font égaux au rayon ; donc dans le cercle le 
rayon ofculateur eil égal au rayon du cercle, 8 c 
la développée du cercle eft un point qui n’eft autre 
chofe que le centre du cercle. 

CoROL L AIRE T. Il fuit de-là & du'n°. lO.^, 
que dans toute feftion conique le rayon ofcula- 
teur eft égal au cube de la normale divifé par la 
quarré du demi-j)aramêtre. 

Corollaire II. Si on fuppofe x —o, l’on 


a R = 


(aurr)v' ( a’r’ ) 

1 a’ 


1 a*,"* 


t Pi 


donc au fommet A le rayon ofculateur de l’ellipfe 
& de l’hyperbole fera égal au demi - paramétre , 
& parce que dans la parabole C104) l’on aR.=s 




-J & qu’au fommet A (Gg. j2)y = o, 
l’on aura R == — — = a ; mais a eft ici le 


a a 


a a 


demi-paramètre ; donc la même chofe a lieu pour 
la panibole. 

Corollaire III. Si on fuppofe x = { a, 
l’on aura dans l’ellipfe ( Gg. 73 ) K = D M =s 

^ — : mais en faifant le petit axe — i>, l’on 

M 4 
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l’on a ( voyez les feéHons coniques ) ax b \ xh\py 
o\x hb ■=■ ap ^ b ■= y' a p. Donc fi on fait 2 p : 
a :: l>: DM, le point M fera un point ae la dé- 
veloppée, & fera en même temps un point de re- 
brouflement. Si on développoit l’ellipfe entière , 
la développée ( fig. yy ) auroit quatre branches 
égales. 

lod. Problème. Trouver U rayon ofculateur 
de la cycldiie A D a C/g-yd). Faifant l’arc de 
cercle D N = î, l’on aura PC =y = PN 
J = fin. { & dy= d. fin. i-\rd {. 

Siippofant le rayon = i , D"P =*•, l’on a par la 
rature du cercle, P N *= (,2x ^ — x x) ; donc 

c/.PN=</./?/ 2. ?=</.p^(2ar — xx)^ ^ , 

^ ^ y/(zx—xx) 

Mais (27) la différentielle du fnus d’un arc dont 
le rayon = l eft égal à la difterentielle de l’arc, 
multipliée par le cofnus de l’arc , & ici le cofinus 
RP = I — x\ donc la différentielle de Jînus [ eft 

, H. fin. r 

fsst d T, (l — Jf), & d Tr= r =3 

t Idone 

(i'—x).^{ix — X x) y/(zAf — xx) 

(i—x)dx dx.y/(i-.x) 

= v».v (.-« ' ) ° — v:; — ■ 

i X ,, . „ , r 

B= XK(2ac-^a:x:), 77 

x; x.\/(ix—xx) 

( en fuppofant dx confiant) ; donc d s' =a dx' 


en fuppofant dx confiant , devient = 2 2.(2 — .r)j 

or la corde FN (voyez la Géométrie ) efi moyenne 
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proportionnelle entre le diamètre & la partie FP; 
donc C Q = 2. F N ; mais , félon ce qu’on a dit 
ci-deflus ( 1 5 ) , D N eft parallèle à la tangente 
Cot, & déplus N F eft perpendiculaire à DN, 
tandis que CQ eft perpendiculaire à Cm; donc 
F N ~Cn =n Q-, c’oft -à-dire que prenant une 
ligne C Q parallèle à la corde F N & double de cette 
corde , le point Q fera à la développée : cette courbe 
pafle par le point A , auquel le rayon ofculateur 
eft = O. 

Pour déterminer la développée , je remarque 
que le rayon DM correfpondant au milieu de 
la cycloïde , doit être double du diamètre du cer- 
cle générateur; donc faifant le reélangle AB 
le diamètre du demi-cercle AS B fera FD; 
& parce que Cn = /z Q , les parallèles />/, P G 
feront également éloignées de Art, les arcs AS, 
N F compris entre ces parallèles également éloi- 
gnées , feront égaux , & leurs cordes feront auflî 
égales ; donc les angles A F N , /z A S , formés par 
la tangente AF & ces cordes, feront ^a ux; ainfî 
AS fera parallèle à nQ & à' F N. i^plus , on 
aura A/z = S Q ; mais l’arc DN =CN = zzF; 
donc Azz eft égale à l’arc F N ; donc l’arc N F = 
SQ; donc l’arc AS eft- égal à l’ordonnée cor- 
refpondante SQ, propriété diftinélive de la cy- 
cloïde ; & partant la courbe A Q M eft une demi- 
cycloïde. 

Corollaire. Donc i°. la longueur de la 
deml-cycloïçie eft double du diamètre du cercle gé- 
nérateur, & la cycloïde entière eft quadruple du 
djametre du cercle générateur. Donc 2°. la dévelop- 
pée de la cycloïde eft encore une cycloïde ; mais 
dans une fituation renverfée , & l’on voit que la 
développée a un point de rebrouffement en M, & 
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qu’elle eft formée de deux deml-cycloïdes égales 
chacune à la moitié de la cycloïdç ADa (*). 

J 

107. Pr O B L È M E. Dérermintr le rayon ofculareur de 
■Tkxycrf'ole équila'ère rafporn'e à fes afymptotes. Soit fup- 

Bolce AB=BD = a (%. 77),AL=jf, LC=j; 
foa anrdjc y = ea. Donc en prenant les ciifFérentielles, x Ôy 
•t-jdx= o; & diflétendan: ce nouveau en regaïuant dx 

comme confiant, l’on aura ddj zx= x d xd y ^ 
tuant cette valeur dans la formule du côté CNi= — — .dans 


lamèmc iypotîrèlc , l’on trouvera CN = z^ J xdy ' 

-f- // y* ^ %c • I» / • J I , J 

— — ^ — -J — 2 • Mais 1 équation x dy 4- y d x =x o 


lAxij 


(*) La cycloïde étant une courbe qu’on rencontre afles 
(bevert dans l’analyfe , & dont l’équation peut fe préfenter 
fous difiérentes formes , nous crovons devoir parler de qucl- 

? ocs-unes. Soit l’arc de cercle D î'/=.r , le diamètre D F=i r { 
ordonnée C P de la cycloïde étant = P N -t- N C =: 
-h Jin. X, l’on aura P C = J = x •+- jin. x. Mais 

en Eiifànc = x , l’arc DN fera = S. ^ ( zr <— ~' x/ 

& l’on aura P C ==.y = P N -t- N C = r x — x x) 

•4- S. , & en prenant les différences , ày =?? 

^ r X — XX) ‘ 

tWt — xdx rdx ( zr — x).d » 

" V C = ^ — X — XX) ~y'(lrx — xx) 

— , Mais en comptant les abfciflès du 

centre R du cercle cc'nérateur & faifant RP — x ■, a caille 
que ir — x=FP eft = r-H-v, & que DP = r 

l’on a dj = '^ ■> |/ f I r ) _ F P s= -v, l’t» 

x) 

smra dy= ^ — 

y^zr — x/ 
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donne dy = —JL ■ donc CN = 

puiftjiic cette quantité eft négative , il faut prendre C N du 
côté oppofé à la ligne des abîcilTeS. Menez A C &: faites fon 

prolongement C E = niciicz-lui la perpendiculaire 

E N qui rencontrera L C f prolongée ) en N , le côté CN fera 
par là déterminé. En elfet les triangles femblables ACL. 
N C E donnent CL: CA::CE: CN 

î OU J • 

Vr.vx-f.7yl xx-i-jy 

: c N = ' , qui elt la valeuf 

2 I jr ‘ 

qu’on a trouvée ci-delTus , en n’ayant pas égard au ligne qui 
ne fert qu’à indiquer la pofîtion de C N. 

Maintenant tirant C Q perpendiculaire à la courbe & NQ 
parallèle aux abfcilTcs , le point Q , oi\ ces lignes fe ren- 
contreront , fera un point de la devcloptpée. Pour avoir la 
point P de la développée , corrcfpondant au point D fom- 
jne: de la courbe , on remarquera que A D cft normale à la 

courbe 5 donc prenant DK= KH peé- 

pendiculaire à DK&HP parallèle aux abfciflcs , le point P 
où cette ligne rencontre le prolongement de A D , fera Id 
point chercke. -Il eft évident que PD eft = AD, Sc qua 
HD=rBD. 

loS. Problè me. Déterminer le rayon de la fpirale 
logarithmique ( fig. 78 ). Soit F le foyer, parla propriétà 
de cette courbe (30), l’angle F DT que fait le rayon avec 
!a tangence , eft toujours conftant. Donc-cn taifant l’arc D ni 
décrit du foyer avec le rayon variable DF (y) ~ dx ) Ij 
finus de l’angle DCm = a, fon cojinus = b, l’on aura 
( à caufe du triangle rcélangle D 7/1 C ) , l’on aura , dls-Je f 

Dm — dx t Cm=sdy :: a: è-, donc dx=z ' (*)< 


■ -y 


SC 


Je prends la foriiiule du rayon R 


y dx 


■ y dy 

— -tp 


b 

P étant 


tn.ais le triangle reftangle D C ;n donne ( en ftip» 


(*’l dx eft un atc décrit avec tayofl variable < au Iietiqt/<ît» 
afuppof: cî-delTus (30 } que le rayon de l’arC n’-f étMtCoaûaafi 

d'M 
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pofant le rayon :=zr),ds : r dy : b. Ainfi ds= "T^î 

Q 

donc p= — , & dp = " ; donc R = — . Pour 

conftruire R j du point F, menez F Q perpendiculaire à 
D F jufqu’à la rencontre de la normale D Q , le point Q 
{èra à la développée : car on aura « : r :: j : D Q = 

— . Puifque Tangle QDT eft droit , il fera égal aux 

deux angles D QF -t- QDF, qui valent un angle droit, 
parce que le triangle DFQ eil retftanglc; donc en retran- 
chant 1 angle commun QDF, l’on aura DQF = F DT. 
Ainli la li^nc F Q fera toujours avec le rayon ofctilateur 
un angle égal à celui que fait le rayon de la courbe avec 
fa tangente , je fais cet angle = c. Mais le rayon ofcula- 
tcur QD eli tangente ilc la développée ; donc les lignes qui 
partent du point F font avec la développée un angle confiant c j 
donc la développée eft elle-mcme une fpirale logarithmique 
égale à la développante ou à la courbe de développement, & 
l’arc FQde la développée efl égal au rayon DQ , quoique cette 
courbe falTc une infinité de révolutions avant d’arriver au loyer F. 

Remarque. Si l’on prend un rayon FP = F Q & que 
l’on conçoive que la fpirale logarithmique tourne fur le point F 
jufqu’.î ce que le rayon F P , après avoir décrit l’angle PF Q, 
iè confonde avecFQ, on aura la pofition de la développée. 

Il fuit de ce qu’on vient de dire , que la fpirale logarithmique 
produit, en fe développant, une autre fpirale logarithmique 
ïituée dans une pofition droite. 

lop. Problème. Déterminer le rayon ofculateur de la 

fpirale dont l’équation ejt d x = y — J, , . L’on 

y 


aura d i = \/ [dx^ -h dy* ) = Je me fers de la 

h 

formule qui ne fuppofe aucune difTérentieJlc confiante & pre- 


nant la dilFércnticlle ie dx, j’ai ddx =. 


d dy •\/ L y y — 


b\/ Ijy—tb] 


. Subflituant ces valeurs de tfr, dx f 


ddx dans la formule ci - deflus pour les courbes dont le 
ordonnées partent d’un point , l’on a R = 

y d 

1 d d /(dy^ ~i-ydy ddx — J d X Udy ~~ ’ ü }♦ 
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Soit B C D M ( fi^. 79 ) la courbe cherchée , qu’on mena 
la perpendiculaire C Q à la courbe & du foyer F la li- 
gne F Q perpendiculaire à C Q ; que du point F avec le 
rayon FC, on décrive l’arc C /n — d x. Si des angle* 
droits Q C D , F C 777 on retranche l’angle QCm , l’on aura 
mCD = FCQ ; donc les triangles 777 CD, FCQ font 
femblables } donc CD — d s : D m = dj' : : F C =y : F Q j 

donc d J =: avons trouvé ds = ■ » 

donc F Q = f ; ainfi les perpendiculaires tirées du foyer F furies 
rayons ofcnlateurs, font conftantes& =xb. Du point F avec le 
rayon F Q = i, décrivez un cercle, les centres de tous les 
rayons ofculateurs lèront lîtués fur la circonférence de ce cercle ^ 

car on aura toujours R = CQ= V(FC)' — ( Q F)* 
— ( y J ' — ^ ^ ) > pourquoi la développée de la courbe 

propoféé eft un cercle. 

iio. Probièmb. Trouver le rayon ofculatcur de la. 
logarithmique MD ( fg- 80 ). Soit l’abfcilTc A P = at , 
l’ordonnée PC la fous - tangente de cette cour{)e 

étant conftante , lî on la fuppotè = j , Ton aura ( 1 1 ) 

JL«' - .... V J ^ ^ ^ ..1 — -L1±£ 


dy 


= a , ou dy- 


dj'^ = 
â 1 é : 


& 


* 


fuppofant d x confiant , il viendra d dy = 
donc en lùbftituant les valeurs de d & de ddy dans la for- 


mule 


— id 


l’on aura R 


_ ( «a-Hr’) V { aa-HjJP ) 


4 X 4 4 y - — a y 

Cette valeur étant négative , l’on prendra R = C Q du coté 
oppofé à l’are. La logarithmique a un point de plus grande 
courbure, auquel répond le plus p>etit rayon. Pour trouver 
ce point , on cherenera le point Q , auquel la développée 
a un point de rebrounëment , en faifant la différence de 

R = O : ce qui donnera à’ = a , ou jv* = , & 

yz=a v/t (*) i ^ prend PC — a Vt » l’on aura 

ie point C , auquel répond le plus petit rayon ofculatcur ; de 

(*) Les conimençans pourront s’exercer à fiiLe le calcul , 
qui n’eli pat düScile. 


-N 
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manière qiK la courbe QB fera la développée de la partie C N, 
la courbe Q 4 étant ladéveloppée del.tpartieCM.Si lut le diamc- 
tte PT= a , on décrit un demi-cercle P m T , & ou’on prenne tn T 
t=m P , le triangle rcftangle P ni T donnera (rTj' = aa = 
(mP)*-f-(Tm )^=î.(P my-,8c P m—a \/ i- j'donc enfup- 
poiant l’ordonnée P C = P /« , le point C fera le point cherché. 


III. Problème. Trouver le rayon ofculateur de 
la traclr'ice {fig. 8l ). Dans cette courbe ( dont 
nous parlerons dans le calcul intégral ) , la tan- 
gente eft confiante ( 34) , je la fais =a. Par les points 
infiniment proches C & D , je mene les perpen- 
diculaires à la courbe C Q, DQ, qui fe rencon- 
trent en Q ; il s’agit de déterminer CQ = IC 
Qu’on mene les tangentes CT, Dr; en prolon- 
geant cette derniere tangente elle rencontrera 
la première en h, Du point h , comme centre avec 
le rayon ht, je décris l’arc tf, qui coupe en /le 
prolongement de CT. Puifque la tangente de la 
tradrice efi confiante , l’on a C T = Dr. Donc 
CT hT> —ht ■= hf. Ainfi en retranchant de 
part & d’autre la quantité AT , l’on aura CA-hDÆ 
= T/; mais l’arc CD étant infiniment petit, l’on 
a CA -H DA = CD; donc C D = T / Puifque 


(félon ce que nous avons dit ci-deflus), l’angle 
CQD eft = r A/, les fedeurs Q CD , /Ar font 
femblables , & l’on a CQ:Ar=CT ( car ces quan- 


tités ne peuvent différer qu’infiniment peu ) : : 
CD=T/: tf ; donc ayant mené QT,les trian- 
gles redangles QCT,/Tr ayant les côtés qui 
comprennent Tangle droit proportionnels, feront 
femblables , &: l’angle C Q T fera = r T/; mais 
les angles C Q T , C T Q valent un angle droit ; 
donc rT/ ou CTP avec QTC valent aulli im 
angle droit ; donc l’anglcQTP efi droit, & QT efi 
pe'rpcndki.Lirc à l’axe L T ; donc pour déterrainej! 


\ 
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le rayon ofculateur correfpondant au point C, l’oil, 
mènera CQ perpendiculaire &CT tangente à la 
courbe , & du point T où la tcyigente rencontre 1 axe^ 
une perpendiculaire à cet axe , qui rencontrera 
la, normale C Q au point Q, centre du cercle 
ofculateur.' 

Pour déterminer fa développée , je prolonge QC 
jufqu’à la rencontre de Taxe en /n, Sc je mene l’or- 
donnée CP. Je lîils BT.C le point B répond à 
l’origine de la courbe, auquel point l’on a AB 

= CT=a)=/;,TQ=^, l’on a CQ=QT’ 
1 

•—CT, OuCQ = y' (q q — a a), Pulfque C Q 
eft tangente en Q de la développée AQ,T HJ fera une 

fous-tangente, & par conféquent= — . (*\ 

d q 

De plus les triangles fcmblables donnent QT ; 
T OT : : C P : P //I : : P i : C P. Alais les triangles 
C T P , QTC étant fcmblables au triangle t T/*, 
font femblablcs entr’eux ; donc PT : P C : : CQi 

CT ; donc QT : Twz :: QC: C T, ou a : :i 

dq 

y/’^qq — aa) : a \ d’où l’on tire dp— , 

y{qq—aa) 

équation de la courbe des cofînus hyperboliques. 
Nous en parlerons ailleurs. ^ 

Remarqu F. Soit une fonâion quelconque 
de a: & de_y ,ds l’élément de l’arc d’une courbe dans 
laquelle JAr= { dj. On fait que le rayon ofeu- 

1 n 

Jateur eft = — ^ - , en fuppofant dj confiant; 


Geue formule devient , enfuifant = 
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& puifque d x •= , le rayon ofculateur fera 

; car alors ddx d[dy ( en fuppofanc 

toujours dy conftant ) , d’où l’on peut tirer cette 
conftrudion générale pour une courbe algébrique 
ou tranfcendente quelconque. 

Soit la courbe AC (fig. 8i.A), dont on de- 
mande le rayon de courbure au point C, tirez 
les lignes quon voit dans la figure; c’eft -à -dire, 
après avoir mené la tangente au point C, par le 
point / où cette tangente rencontre l’axe /D , 
élevez la perpendiculaire f g jufqu’à la rencontre 
de la normale (à la courbe ) prolongée en g ; & 
parce qu’on eft fuppofé connoîtfe la tangente, 
fous-tangente , la normale & fous-normale de cette' 
courbe , conftruifcz une nouvelle courbe /n L ; de 
maniéré que fon ordonnée m b foit quatrième pro- 
portionnelle à l’ordonnée ^ C de la première , à 
fa fous-tangente fbScà. une confiante n , prife 

arbitrairement , pour avoir bC^y : bf—'^^ : : 


ni b m 


n dx . J , , nd dx 

■ , ce qui donne d. b mx=i 


nd[, en fuppofant dy conf- 


dj ' dy 

nd\dy _ 

~dÿ 

ij^nt. On connoîtra donc cette nouvelle courbe & 

fes tangentes , fous - tangentes , &c. Faites / b : 

N ^ gD î C F, je dis que CF fera le rayon 

n NAxgD 

cherché. Car par confiruaion , C F = — — =a 

.N ^ I caufe des triangles femblables gD /, 

Jb.Cb 

fCb. Mais à caufe des triangles femblables D /C , 

CJb, 
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N6.Cf.Df Nix(C/)J 
L-/ P , Ion a : =: ^ 


Ni X (C/)5,X 7Z 
f6 X (C 6 fx 6m 


fb.Cb 


( par conftrudion) 


(/i y X Cb 

d x.d s.ds'^. n 


ti.d^. d X. dy^ 

f t • , , I Ni d X ^ 

C par la propriété des tangentes; car— — • 

n in n À 


Cf 


R. 

S & 


d S 




bm nd^ 
dsi 


C en 


f b d X ^ C b y ' X dy^ 

divifantle numérateur & le dénominateur par « 

^ au rayon ofculateur ; donc C F eft le rayon ofeu- 
lateur. 

Soit d C la logarithmique vulgaire ( fig. 8i B 
L/n fera auffiune logarithmique lemblable qui aura 
la même fous - tangente , mais dans une fituation 
renverfée & fur le même axe , de forte que i n fera 
~fb. Car foit bQ = y, bf=a^ Ton aura bm 


a, n 


J & de liicmejg 


a. n 


; ainfï les courbes 


J' ' '' b m 

Lm , aC font les mêmes , mais placées dans une 
fituation renverfée , de maniéré que la plus grande 
ordonnée y répond à la plus petite oirdonnée'i m. 
De -là il fuit que le rayon ofculateur de la logarith- 
mique*/ C eft = gD ; ainfi l’on a F C =g D. 

112. Problème. Dktrminir la nature de la 
dc\eloppée d'une demi - éplcydoïde AMR ( fig. 82} 
décrite pur la rév^ution et un demi-cercle MC B autour 


(*) Car les triangles femblables mhr , m iN donnew Niî 
i m : : i r ; hm, ou Mais hf ssid X$c h m 

P m 19 m 

a= ndx", donc &c. 

Tome ///. , 
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d'un cercle immohilt B C R Lorfque le demi- 
cerde générateur eft parvenu dans la polition 
B CM , c’eft à-dire, lorfque le point décrivant A 
cft arrivé en M , il vilible l° que tous les 
points de l’arc BSC du cercle mcblle fe font ap- 
pliqués fucccllivemcnt fur l’arc CB du cercle 
iinmobilc , & qu’ainfi ces deux arcs font égaux ; 2" 
que MC eft perpendiculaire fur la courbe , puifcjue 
la corde MC eft évidemment iltuée fur le rayon M/> 
de l’arc évanoulflant m M , décrit par le point M ; 5** 
Il ducentre Qdu cercle immobile l’on décrit l’arc EM, 
-les arcs EB, MC du cercle mobile compris entre 
deux arcs concentriques, font égaux ( à caufe de 
la courbure uniforme du cercle), aulli bien que 
leurs cordes; & les triangles QBE, QMC ayant 
tous leurs côtés égaux, font égaux en tout. Donc 
les angles QBE, QCM font égaux. Soit main- 
tenant du centre /», où fe rencontrent deux per- 
pendiculaires à la courbe inliniment proches, dé- 
crit l’arc CA, & conlidérons Ei pcrpendicu'.dre 
fur EB comme un arc infiniment petit, décrit du 
, point B avec la corde E B prife pour rayon ; Es 
triangles redangles Chc, Eté feront égaux Si 
femblables ; car C c ou R <r — R C , où eft ég^l 

à l’arc B e — l’arcEE, puifque les aresEE, MC, 
compris entre des arcs concentrioucs font égaux, 
& (jue l’arc R C eft égal à l’arc M C : & fi le point 
M fe trouvoit en m , l’on auroit l’arc R c égal 
à l’arc correfpondant MS; dor<> Rc = BEtf 
& C c = E c ; d’ailleurs h c fcs me — M C = B « i 


^ f * ) Onand on parle d’une figure , il n’eft pas néceïïaire 
qu’elle foie entierenaent décrite ; il fufîit que la portion dé- 
crite Toit iq£fante pour fauc comprendre ce dont il s’agit 
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• — BE ; puifque m c eft cenfée égale à la corde 
du cercle dont l’extrémité c appuyoit fur le cer- 
cle immobile , lorfque le point décrivant étoit 
en m ; donc on avoit alors Be = /n c ; donc hc 
= B« — BE=/f. Les triangles eiE, ACc ont 
donc leurs hypothénufes & un côté égaux de 
part & d’autre ; airifi le troiGéme côté AC d’un des 
triangles eft égal au troiGéme côté E i de l’autre 
triangle (*). On vient de voir que les arcs E < , A C font 
égaux; mais les angles mefurés par des arcs égaux 
font en raifon inverle des rayons de ces angles 
[voyez ce qu’on a ditci-defl'us loi ] donc l’angle 

C^A:EBi::BE:/>C. 

Pour trouver le rapport de ces angles , je fais le 
rayon du cercle immoDile=A,lerayonBKdu cercle 
mobile =a. Il eft évident que l’angle EB e = Q B< 

— QBE=Qcot — QCM J tlonc en me- 
nant uC parallèle à Qc & C L parallèle àcm, l’on aura 
EB £=LCm — QCM==L C M — QC u (parce que les 
angles L C h , mcQ, dont les côtés font parallèles , ‘ 
font égaux, & qu’en retranchant du premier de 
ces angles l’angle M C Q = M C « -V- Q C « , il 
refte L C M — Q C « )• Mais LCM = mpM-i 
donc mpM — QCtt = EB s , ou w/7 M = EB« 


(*) Car ces deux côtés font égaux chacun à la racine dtfla 
ditîérence du quarré de l’hypothénufe & de celui de l’autre côté, 
(*•) Car fl deux arcs font égaux & qtie le rayon du pre- 
mier foit double de celui de l’autre , le premier mefurera un 
angle fous-double. 

(***) Car puifque M e eft égale à la corde B ; , les triangles Q m c , 
QBe ont tous leurs côtés égaux, & par conféquent leurs 
angles font auill égaux. Il en eft de même des triangles Q CM, 

Na 
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•+" QC«. D’autre côté les arcs E«, cC font égaux; 
donc l’angle C Q c : c K E=2. E B e ( parce que ce- 
lui-ci a fon fomraet à la circonférence du cercle ; 
ainli il n’eft que la moitié de l’angle EKc ) : : 
KE ==<z:QC = ^; donc l’angle C Q c == 

_i±ÜL; &l’angle MCL eft = Cph=:EBe 

b 

*4-Q Ck=EB« H- CQc (parce que les angles 

«CQ, C Q c font alternes , internes) = ^ X 

b 


EBe 


X EB. 


(i a-i-^)»EBe 


il eft évident que Cp : B E : : E B 2 : 


(la-f-i)EBe 


, _ i.BE t.MC ... - 

donc C P = — = . Maintenant h 

l’on fait QA ( % 85 ) -+- 2 a ) : QB 

s=^ :: MC: C /; , le point p fera à la dévelop- 
pée [ car ( fig. 8 2 ) le point p eft le concours des 
deux perpendiculaires infiniment proches mp , 1 s \ /?]. 

De la derniere proportion, en la renveifant, 
compofant ôc faifant M = R , l’on déduit R ; 
MC :: 2^ -h 2rt: ^ H- h a ; cette développée 
( fig. 83 ) commence au point R de la bafe au- 
quel l’arc MC devient =0, ou, fi l’on veut, 
s= ^ , & elle fe termine au point N -, de forte 
que QA: QB :: BA : B N, ou QA: AB :: 
QB : BN :: QA — AB = QB: QB — BN 
= QN, ou QA : QB :: QB : QN C) ; donc 
les lignes QN, QB, QA font en proportion 
continue. Maintenant fi du centre Q, fon décrit 
le cercle N/w, je dis que la développée R/>N fera (*) 

(*) On doit faire attention qu’au point B, l’on a M C =s 
BA,&Cj> = BN. 
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une demi - épicycloïde femblable à la propofée ; 
parce que les diamètres NB , AB des cercles 
mobiles font dans le rapport des rayons QN, QB 
des cercles immobiles, mais elle eftpofée dans une 
lituation renverfée , de maniéré que Tune touche la 
bafe en R & l’autre en N. Suppofons la ligne QD 
= QA, rC = BN, & décrivons les cercles 
D MC , tpQ , la droite Q D pafi'era par les points 
r & C , auxquels les cercles mobiles touchent les 
immobiles ; & faifant AB ouDCrNBouCr:; 
MC: C /» , le point p fera à la développée , & de 
plus à la circonférence du cercle Cpt. En effet 
l’angle D M C , appuyé fur le diamètre D C , eft 
droit , Se les triangles D C M , C t p ayant les 
côtés qui comprennent l’angle C proportionnels , 
font femblables; donc l’angle Cpt eft droit; mais 
cet angle eft appuyé fur le diamètre Cr; donc il 
eft à la circonférence. De plus à caufe des angles 
MCD, tCp égaux, l’arc DM ou fonégalCB, 
eft à l’arc pt, comme le diamètre CD au dia- 
mètre Cr C caf les arcs femblables font comme 
les rayons & les diamètres QC: Qr :: CB: 
N t ; donc les arcs 'Ht , pt font égaux ; donc la 
courbe N/> R eft formée par le mouvement d’un 
point P de la circonférence d’un cercle Cpt, qui 
roulefurle cercle immobile N r/7z; & partant cette 
courbe eft une épicycloïde. 

Corollaire. La courbe R/» N , en fe déve- 
loppant produit donc une demi-épicycloïde RM A, 
& l’arc développé R p étant égal au rayon ofcula- 
teur MjPjl’on aM/>=R;7. Maisfeloncequ’onadit ci- 
defTusAB:NB::MC: C/;,&QB:QN::AB: 
B N; doncC/> : C/»-f-CM=/’M= R/> :: NQ: 
QB -h QN; c’eft-à-dire, que la tangente />C, 
comprife entre la demi -épicycloïde NR& le cerclb 

V 


Digitized by Google 



ip8 Cours de ^^THÉMATIQUES. 


BR, eft à la longueur de la développée R/> » 
comme le rayon du cercle immobile de la déve- 
loppée , à la fomme des rayons des deux cercles 
immobiles ; ou en ne faifant attention qu’à l’épi- 
cycloïde N R, comme le ray^on du cercle immo- 
bile à la fomme des diamètres des cercles mo- 
bile & immobile; car QB -f-QN = aQN 
-HN B. Donc en faifant l’arc R/j = S , la tan- 
gente />C=/2,QN=^, NB=2 <i, l’on aura 
n : S:: b : 2 a-\r 2.b. 

Au point B , l’on a n = BN = 2 a , & M/» 

î= N A = S = J- ^ -jr ^ \ . doncfi<z=^, 

b 

l’on a alors S = RN = == ; 

a 

c’eft-à-dire , que la demi - épicycloïde NR eft 
alors égale à quatre diamètres du cercle mobile 
ou de l’immobile. Par la même raifon , fi on fait 
AB = 2 a & QB = ^, l’on aura la longueur S 

de 1 arc R A = — j -, • 

â 

Pour trouver l’efpace renfermé entre la demi- 
épicycloïdc ou la demi-roulette AMR (fig. 82) 
& le cercle immobile BR, je remarque que le 
trapeze M C A ot eft = 7 MC. ( m M -f- CA ) 

( voyez la Géom. ). Or C/j = ( — x MC): 
M/>=[ MC r)]::CA: M/t2 = 

2> U "i" û 
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(z a 


b). 


C/l ; donc à caufe de C A = E : 


( alnfi qu’on l’a vu ci - deflTus ) , & de M C = E B , 


l’on aura letrapeze MCA/7z = 


( î .r -f- î i ) 


X Ei 


X E B ; donc le trapeze fera au triangle corref- 
pondant E B i ou EB e (car ces triangles ne dit- 
lièrent entr’eux que d’une quantité intiiiiment pe- 
tite par rapport à eux - mêmes ) comme 2 a -+• 
b. Mais le triangle EB« = -j- B/. Ei ell 
l’élément du demi-cercle mobile , & le trapeze 
dont on vient de parler eft l’élément de l’efpace 
épicycloïdal cherché ; donc cet efpace efl: égal au 

demi - cercle mobile , multiplié par ^ ^ . 

Si Æ = ^ , cet efpace fera égal au demi - cercle 
mobile, que je fais == g , multiplié par y , ou 
.fera = Jg y & l’efpace entier renfermé entre l’épi- 
cycloïde & le cercle immobile, fera = lo ^ ou 
quintuple du cercle générateur. 

Si on fuppofe b = co , c’eft - à - dire , fi on 
fuppofe le cercle immobile infini & le cercle nu- 
bile fini , alors la baie de l’épicycloïde ne diffé- 
rant qu’infinlment peu d’une ligne droite , l’épi- 
cycloïde fe change en cycloïde , qui peut être 
regardée comme une épicycloïde dont le rayon du 
cercle immobile feroit infini , & dans ce cas l’efpace 

dont nous venons de parler devient = 

3g, l’efpace cycloïdal entier eft = 6 g ou égal au 
triple du cercle générateur, & l’arc RN (fig. 83 ) 

Z a. (t a~t- i b) 


ï=S, qu’on a trouvé ci-deflus = 


Ni 
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devient alors = 


4 ai 


-./^a [ car alors 2 ( a a -+< 


^ i ) devient = ] ; donc la cycloïde entière fera 

t= 8a, ou fera quadruple du diamètre du cercle 
générateur. 

Si Ton fuppofe que le cercle mobile BEA 
( fig. 84 ) roule au dedans de fimmobile, alors 
on doit regarder le diamètre 2 a comme négatif ; 
& ayant mené la perpendiculaire M/' à la rou- 
lette RA, l’on fera QA = b — 2a (à caufe 
du diamètre 2 a négatif ) : Q B = i : : M C ; 
C P = ra , & le point p fera à le développée ; 
donc n === C/? : MÇ -+-C p ?= R^ =S:; 

_ n, { X b — î.î) 

bi 2 b — 2a, ouS= -, Mais Q A, 

B*, QN font en proportion continue ; donc b 
aa:^;;^:QN= _^,&AN 


^ -b- 2 a 


h — %a 
al — 4 aa 


b — Z d 

L’on a VU ci-delTus que m M 


h — ZD. 

= RN, 

(ia- 4 -ii). CA 


. b * 

’Ct que C /i = E / ( fig. 82 ). Or E i eftl’élément de la 
corde E A, &otM l’élément de l’arc cycloïdal Am; 

donc cet arc eft égal à ° ^ ^ ^ . E A. Mais 

b 

dans la figure 84, à caufe de 2a négatif, l’on 

(zb — za).Y.K) n , 

3 AM = — ( E M eft un arc de 

b 

cercle décrit du centre Q ) j donc l’arc R A =; 
•- — ■■ — X AB, parce qu’ici AE== AB j 

b 

{c l’épicj^çloïdç entière R AD eft double de ceç 
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arc. L’élémçnt m M C A = 1 . x E x 

b 

»E, & l’efpace B RAM — r — ^ , en , 


faifant l’aire du demi-cercle B E A = ^. 

Remarque I. L’on a pris le trapeze m C AM 
pour l’élément de l’efpace B RM A, au lieu de 
prendre le quadrilatère M /« c C ; mais il faut remar- 
quer que le triangle C A c eft infiniment petit par 
rapport au trapeze dont nous venons de parler, 
• En effet les cotés CA, ch font infiniment petits 
par rapport à CM & cA. CA efl: un infiniment 
petit du fécond ordre ; donc on peut le négliger 
devant MCcw infiniment petit du premier ordre, 

R E M A R Q U E 1 1. On peut conclure de ce que 
nous venons de dire , que les développées des 
ëpicycloïdes font auffi des épicycloïdes , & réci- 
proquement qu’une demi-épicycfoïde , en fe dé- 
veloppant ^ produit une demi - épicycloïde , mais 
dans une fituation renverfée. On fuppofe que ce déve- 
loppement commence au milieu de l’épicycloïde. 


Ï13. Prob lÈME. Trouver la courbe de l'équation S=a 
~y/ {CC-— RR) , S étant 'un arc de courbe , C une 

ligne donnée ,trRle rayon ofculateur de la courbe. Soit A M 
un arc d' épicycloïde t , le rayon ofculateur correfpondunt au 
point M ï=sAîp=:Jt {Jig. ), &fiippofons que AD = Ceftle 
rayon ofculateur correfpondant au point A ae la courbe. Je di- 
vife A D en deux parties en B , de forte que Ion ait C : A B : ; 

» C , „ „ „ ». C 

» -4- m 


n, ou AB = 
m c 


» » I» — 


. Je fais encore n — m: m ; 


; donc B D = C — 

n C 


= AB: 


m m 


» 4 - »» 

Du point Q avec les rayons QB&QA, 
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je décris les cercles AF, BC, & fur le diamètre AB, je 
décris le cercle A E B. Faifant mouvoir ce dernier cercle 
fur le cercle immobile B C N , le point A , qui au commen- 
cement du mouvement eft le plus éloigne du centre Q , dé- 
»crira l’arc AM d’une épicycloide. Suppofons que ce cercle 
foit parvenu en F M C , & tirons par le centre de ce cercle 
la li"oe F Q = A Q J tirons encore les cordes F M tangente 
de l'epirycloide , & MC perpendiculaire à répicycloïde. Selon 
ce qu’on a démontré ( m ) la tangente C/' (hg. 83 ) com- 
prife enue le cercle immobile & l’cpicycloide , dl à l’arc Rj» 
comme le rayon Q R du cercle immobile à la fomme des 
diamètres des cercles mobile & immobile ; donc ( fig- 8 5 ) 

la tangente M F eft à l’arc A M = S : : C Q t= — — : 

2 ft m O 

AB BN= : : «1: n-h mi 

ft~^m na#— /»»» 

doncla cordcMF eft= — î^-^.L’onatiouvéaufn(iit) pour 

n -hm \ / r 

la figure 8 3 la proportion R ( c’eft le rayon ofculrtrur) : M C : : 
tb -h î.a:i-f-ia(icft le rayon du cercle immobile ^ 
a celui du cercle mobile , & M C la corde du cercle mobile, 
comprife entre le point décrivant du cercle mobile & le 
point où ce cercle touche l’immobile ) j donc ( fig. 8 j ) R : 
..... ... .... .... .... innC 

CM î : AB -f-a B Q : A B -J— BQ:: • ■ * -f- : 


-f- — : : m -t- n : n ; donc MC = 

fin — mm . 

or (FC)^ = (AB)‘ = (MF)‘ 4- (MC)*; 

m tn 

. c* m* S* »* R‘ „ 

donc , —T = ; — ; r ; T } d OÙ 1 OD tire 

s = JL. V(C*-R*) , équation qui réfout le problème. 


Si m = O , l’on a AB = — -j- = =C ; les points 

B & D fe Confondent , D B s’évanouit , le rayon B Q du 
cercle immobile devient = o, ce cercle devient un point Q, 
& l’on n’a alors aucune épicycloide. Si /t = /n , l’on a AB .=3 
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»c 


== - &bq 


n m C 


= 00 . Ainfî la 

•Î» 2 •' nn — mm 

bafe de répicycloïdc peut alors être regardée comme une ligne 
droite , & 1 on a une cyclorde à laquelle convient l’équation S= 

V(CC— RR). 

Suppofons m.üntenant j je fais AD=C(fig.86), 

& prenant A B = — , B Q = - ^ - , je décris 

les cercles AF n , AE B, N CB. Suppofons que le cercle mobile , 
en roulant au dedans de B CN , eft parvenu dans la lîtiiationFMC, 
& que l’épicycloide cherchée eft AM. Ayant tiré M ; =R & les 
aunes lignes que la figure répréfente , à caufe que lediamétre A B 
doit être pris négativement , on aura MF : AM = S : : Q B 


nm C 


: BN — AB = - 


Z n m c 


» C 


m:m- 


n J donc M F = 


m -+• w 


. L’on aura auftî Mp 


= R: CM :: BN*— AB : BQ — AB 

f» C m » c n C 


2 m n C 


CM = 


n R 


: : m -f- n : r j donc 
. Mais (FC)" = ( AB)» = (MC )» 

m mSS n*R* 


■4- (MF)": donc ,, . . 

(m + itj" (m-t-»)" » 

d'oft l’on tire aulTi S = — (CC — RR). 

CoROLtAiRE.Donc onpeuttoujours trouver une épicycloïde 
à laquelle convienne l’équation S= (CC— RR). 

114. Problème. Trouver une courbe tel^ que la déve- 
loppée lui foit femblable. Selon ce qu’on a dit ciAlefFus (m), 
la développée d’une épicycloïde eft auftî une épicycloïde 
femblable , mais fitiiéc dans une pofition renverfée , & l’on 
a vu auftî (108 ) que la développée de la fpirale logarithmi- 
que étoit une fpirale logarithmique , mais fituée dans une 
pofition droite. Si l’épicycloïde étoit une (^'cloïde , la dé- 
veloppée feroit une courbe non-leulement femblable , niais 
égale. On fent bien qu’il faut que le développement fe fàfTe 
comme cy-defTus(*( 106 ), en commençant par le milieu de 
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la courbe , autrement cela n’auroit pas lieu. Si l’angle de la 
courbe avec fon rayon étoit de 4^° dans la logarithmique 
l^irale ( fig. 78), .dors on auroit par-tout FQ = FD, & 

1 arc F Q de la développée égal à i’arc correfpondant F D 
de la développante 

RÊMARetiJE, Si la courbe AD (fig. 87) le développe en 
commençant par le point A, elle produira la courbe AB j 
(î elle fe développe à Commencer par le point C , elle pro- 
duira la courbe CN bien difïéicntc de la courbe A B , & la 
partie AC, en fc dévelopant, à commencer par le point C, 
produira C M. 

Des caujliques par rijltxion & par réfraBion, 

Il y. Avant d’entrer en matière, nous allons 
propofer un lemme dont nous ferons ufage dans 
la fuite. 

Lemme. Si ton aun nombre quelconque de quantités 
& qu'on retranche Ic^ fécondé de la pre- 
mière, la troifUme de la fécondé , &c. la fomme a — b 
— c-J-c — e de leurs différences fera •=. a 
— c ,011 fera égale à la différence de la plus grande à la 
plus petite , & par conféquent égale à la plus grande, 
fi la derniere e(l = o. 

Ce lemme eft évident , car toutes les quantités 
intermédiaires fe détruifen.t par la contrariété des 
fîgnes ; donc &c. 

11(5. Si un rayon de lumière A B , partant du ' 
point A ( fig. 88 ) tombe fur une-furface plane , 
p b on fur une furface courbe Q B D , & qu’il fe 
réflécliilTe e^^C , de maniéré que le rayon inci- 
dent foit AB& le rayon réfléchi BC, l’angle ABM 
fait par le rayon incident & la ligne BM perpen- 
diculaire à la furface réflécliiflànte , fera appelle 


( ) Cette propriété qu’a la iplrale logarithmique & les épicy- 
cloides de produire des courbes lemblablcs en fe dévelop- 
pant , eft tres-digne de remarque. • 
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' angle d'incidence , l’angle MAC, formé par la 
!; perpendiculaire MC & le rayon réfléchi BC, fera 
appelle angle de réflexion. 

C’eft un fait que l’angle de réflexion eft tou- 
jours égal à l’angle incidence ; or l’angle ABM 
eft complément de J’angle ABp = A B Q ; car 
l’angle B Qeft infiniment petit, & l’angle MBC 
eft complément de l’angle CB^ = CBD ; donc 
les angles que forment les rayons réfléchi inci- 
dent , avec la furface réfléchiflante , font égaux 
entr’eux. 

« Si on conçoit qu’une infinité de rayons de lu- 
mière F A , FM, Sec. qui partant du point F, (e 
réfléchiflent apres avoir rencontré la courbe AB 
( fig. 8p ) J en faifant l’angle de réflexion égal a 
celui d’incidence , la courbe ùQ que touchent 
les rayons réfléchis , ou la courbe ^ R ( fig. po ) , 
que touchent les prolongemens des rayons réflé- 
chis, eft appellée cauflique par réflexion. 

Si on fait la tangente AL = A F ( fig. 8p 
& qu’on développe enfuite la ligne AQ b , tn 
concevant un fil égal à la courbe ^Q, plus à la li- 
gne A R = L ( rayon réfléchi correlpondant au 
point A) le point L décrira la courbe LP, telle 
que la tangente P Q de la cauftique , fera toujours 
égale à la portion A Q de la cauftique plus à la 
ligne AL. (Si AR eft une ligne droite , on pourra 
'néanmoins le confidérer, comme ayant une cour- 
bure infiniment petite, & comme une partie de 
la combe ^Q). Si on conçoit les rayons inci- 
dens infiniment proches FM, Ym & les rayons 
réfléchis correfpondans MQ, wQ, prolongés 
• jufqu’à la rencontre de la ligne LP, & que des 
points F & Q comme centres , l’on décrive les 
arcs MN, M on aura les triangles redangles 
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MN/n, }\nm feinblables & égaux; car puifque 
l’angle de réflexion efl: égal à celui d’incidence, 
l’on a N /77 M = Q OT B ; or Q /n B = M /n n ( fon 
oppofé ou fommet); donc ces deux triangles font 
femblables,& parce que d’ailleurs ils ont la même 
hypothénufc , ils font égau^ donc Nw ■= mn. 
Mais nm eft la différence de PM, & ;«N celle 
de FM ; & parce que cela a lieu en quelque 
endroit de la courbe que foit fitué le point M , 
lls’enfuit que M P — LA, ou AR -f- RQ — M Q, 
fomme de toutes les différences N m dans la por- 
tion de courbe AM ( voyez le lemme ci-deffus), * 
eft = F M — FA, fournie de toutes les diffé- 
rences N m dans la portion de courbe AM ; donc 
I l’on a l’équation AR-J-RQ — MQ = FM — ■ 
FA; donc l’arc RQ (de la cauftique) eft=FM— 
FA -1- M Q — A R ; c’eft- à - dire que l’arc RQ 
de la cauftique eft égal à la différence des rayons 
incidens de l’arc correfpondant AM, plus la diffé- 
rence de tous les rayons réfléchis ; car on doit 
regader A R comme le rayon réfléchi correfpon- 
dant au point A ; lorfquc la cauftique commence 
en A , le rayon eft = O. Si le rayon réfléchi A R 
( fig. 50) devoir envelopper la portion R Q de 
la cauftique pour parvenir en M Q , dans ce cas on 
auroitRQ = FM — FA -+-AR — MQ, parce, 
qu’alors la différence des rayons réfléchis eft = RQ 
■V Q M — A R, En général la différence des rayon 5 
incidens eft égale à la différence des rayons réflé- 
chis, en joignant à l’un de ces derniers la portion de 
la cauftique qu’il développe avant de tomber fur 
l’autre. Si du point F ( fig. 8p & po ) , l’on décrit 
l’arc Aa , il eft évident que .^M fera la différence 
des rayons incidens ; & fi l’on fn^pofe { fig. pi ) 
que le point lumineux F devienne infiniment éloi- 
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^ * 

/ ^ 

•gné , les rayons incidens feront cenfe's parallèles, 
& Tare ha pourra etre regardé conime une ligne 
• , droite perpendiculaire à ces rayons. 

- Il eu vifible qu’en cherchant le concours des 
I rayons infiniment proches M Q , mQ. fig. 85)) , on 
trouvera le point Q de la cauiHque. 

117. Pl^ BLÊME. Etant donné un point M 
d'une courbe A M (fig. Ç 2 )avec le point lunnneux F, 
trouver la longueur MQ^ du rayon rcfUcb 't. On cher- 
chera ( par quelqu’une des formules qu’on a don- 
nées ct-defllis) , le rayon MC de la dévelv'.ppée au 
point M, & ayant pris l’arc infiniment petit Mot, 
on imaginera les rayons incidens & réfléchis que 
repréfente la figure. Des centres F & Q on dé- 
crira les arcs M« , MN; on mènera les perpen- 
diculaires CP, Qp, CB, Qb fur les rayons inci- 
•dens & réfléchis; on fera enfuite FM = y ^ 
MP =MB (parce que les angles P MC, BMC 
étant égaux , tous les points de la ligne CM font 
également diftans des lignes B M , M F ) = ^. 
Cela pofé , il fuit de ce qujon a dit ci-deffus , que 
les triangles M n m, M N /// font égaux & queMN 
= Mre ; déplus, parce que les a gles d’incidence 
& de réflexion font égaux, l’on a CP = BC, 
C;>==/>C ,& par confiqnent CP — Cp= CP — ■ 
C S = P S = C B — C ^ = E g. Mais les triangles 
FPS,FM«fontfemb!ables,au!li bien queles trian» 
glesQ M« , QBg; d®nc FM ( y) : FP (^y — a) : : 
M N : P S , ou ( componendo & invertendn) 2 y — a :y : : 

M/z-hPS = MN-+-Bg:M« = MN MQ-H 
Q B = MB = MP = « : M Q = — 

* î.y — a 

Si la courbe étoit convexe du côté de F , 7 

devlendroit négatif, & l’on auror^M Q = — ■ 

— — a 
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■ — , — . Si Ton fuppofe ^ infini , alors les 

zj' -h a 

rayons incidens ( fig.pi ) font cenfés parallèles , & 
a y a 

Ton a M Q = — — — • 

1 y Z - 


Lorfque la courbe AM ( fig. 92 ) efl: géomé- 
trique , Ton peut avoir géométriquement tous les 
points de la développée ; l’on peut auflî trouver , 
par le moyen de la courbe AMB ( fig. 8p ), 
une ligne droite égale à une portion quelconque RQ 
de la cauftique , qui dans ce cas eft reétifiable. 

Si la courbe A M ( fig. po ) eft convexe du 


côté du point lumineux F, MQ fera = , 

* zj'-i-a 

quantité qui fera toujours pofitive ; ainfi il faudra 
la prendre du côté où fe termine le rayon de 1^ 
développée M Q , & les rayons infiniment proches 
feront uivcrgcns (*). 

Si C%-P2 )la courbe eft concave du côté de F 


• r r 

la valeur de MQ = fera pofitive, 

zjy — a. 

lorfquey fera >» négative , fi | <iy , & infinie, 
ii y = s. Dans le premier cas les rayons réflé- 
chis font convergeas ; ils font divergeas dans le 
fécond cas , & parallèles dans la troifiéme. 

Si on décrit un cercle dont le diamètre MH 
( fig* P 3 ) moitié du rayon ofculateur MC, 

àcaule des triangles rectangles femblables , MKH , 


(*) Les rayons divergens font ceux qui vont en s’écartant 
les uns des autres , &^cs rayons convergeas font ceux qui 
vont en s’apptocliant^s uns des autres. 

MPC. 


» 
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MPC, l’on aura MK = = f, comme l’on 

à M H = donc fi le point F tombe fur le 
point K , c’eft“à-dire , fi le point F tombe fur la 
circonférence du cercle , les rayons réfléchis fe- 
ront parallèles ; ils feront convergens , s’il tombe 
hors du cercle , & divergens , s’il tombe dans le 
cercle. 

Si la courbe A M C fig. A) eft fuppofée une pa- 

rabole ordinaire, & que le point /, d’où partent les 
rayons, folt le foyer de la parabole, par la propriété 
de cette courbe ,les angles que fait la tangente avec 
le rayon vedeur & le diamètre correfpondant , 
feront égaux C#omme on l’a vu dans les feâions 
coniques ) ; donc 1 © rayon réfléchi MQ fera pa- 
rallèle à l’axe A /. 

Si la courbe AM ( fig. 94 ) eft une ellipfe , 8c 
que le point lumineux F (bit un des foyers , le 
rayon ^ réfléchi palfera par l’autre foyer f; car 
par la propriété de cette courbe ( comme on l’a 
vu dans les feftions coniques ) . les angles que 
forme la tangente avec les lignes tirées aux foyers , 
font égaux ; donc, &c. 

Si la courbe AM ( fig. py ) eft une hyperbole 
& que le point lumineux F loit un des foyers, les 
rayons réfléchis prolongés pafleront par l'autre 
foyer f, &. s’ils partent de f, leurs prolongemens 
palTeront par F j cela fuit de ce que les angles que 
forme la tangente avec les lignes F M., J m font 
égaux , ainfi qu’on l’a vu dans feâions coniques, 

I iS. Problème. Trouver la caujÜque par réjlexion 
de la parabole A M{ fig. ÿC) ^ en fuppofant les rayons 
incidens FM parall'dcs entr eux & perpendiculaires à 
l'axe. A K de la parabole. Puifque les rayons font 
parallèles , on peut fuppofer y w , & l’on aura 
Tome /// 0. 


Digiiized by Google 



210 Cours de Mathématiques 


M O = = — . Du milieu 

^ zy — a i y * 

H du rayon de la développée , je mene H K per- 
pendiculaire fur M P == J & tirant les^ autres 
lignes que repréfente la figure , l’on a ( a caufe 
des triangles femblables ) MC: MH:: MP: 
MK : : 2 : I ^ : I ; donc MK = “ = M Q. 
Portant donc MK fur le rayon réfléchi MB & 
faifiint MQ = le point Q.fera à la cauftique* 
& l’on pourra de meme trouver tant de points 
delà caufiique que l’on voudra. Au point A, le 
rayon de la développée eft égal a la moitié du 
paramétre & fitué lur l’axe j ai4Ü MP == <2 de- 
vient alors =■ O , & la cauftlquc pafle par le fom- 
met A de la parabole. 

Pour trouver l’équation de la cauftique , je fuppole 
rabfciflè A R==/^, l’ordonnée Q R=^, & prolongeant 
M Q jufqu’à l’axe en V , je fais MV = { , M/ = y » 
rabfciflè indéterminée A/== x , la fous-noi male fH 

. Maintenant à caufe de l’angle /M V 
dx ^ 

divifé en deux également par la ligne M D , 1 on a 
f voyez la Géométrie ) mf\ MV::/T^- , 

ou/=î!= = donc/V = 

I DV— Mais le triangle 

reftangle /M V donne C/V ^ = (MV)‘ — 
jy_y; donc/V= — .XJ') = 

y'dy'-y Tjdj' _ multipliant par dx, quar- 

tz X 

rant, tranfpolânt , & divifant par ^-hy ] idy^ +ydy’’. 


Digitized by Google 


Calcul différentiel. 211 


—y ) , d oùl’ontîre ^ 

Subftituant cette valeur de ^ dans celle de /V 

■ , il Vient /V = . Ayant 

dx dx' — rfj» •' 

mené Qm parallèle à l’axe , les triangles M Q , M /V 

feront femblables, & l’on aura MV : MQ:: M/; 

M/w ; or MQ — — = — . Mais|e côtéCPdu 

rayon ofculateur , en faifant d x confiant , eft == 

— ( nous avons défigné ce côté n'* 105 par CN^j 
« ... MP 

donc la moitié de ce côté , qui eft ici = , fera 

dx'^-+-dy'^ , y(dx'-^dy^) dx'^-^dy'^ 

'' J donc J - ■ \ s 

•^xddy dx^ — dy^ —xddy 

y • ~ =s M m = M/— QR=y^— -yî 

2 d dy * 

d x^ d 

donc ^=^4^ -J2 — .DeplusM/:M/77::/V:/nQ 


=/Rj donc^ : 

dy d X 


d x^—dy^ 
— i d dji 


dyd X 
d x^ — dy '' 


,:/R 


; & partant /R= AR — / As=/> — x=a 


\^ddy ’ J 

dy d X 

77 — 7 Qc P = X 

— ddy 


dy dx 


. Les ex- 


Î »reflions de p Aq q peuvent fervir pour toutes 
brtes de courbes, en employant leurs équations,^ 
Soit le paramètre de la parabole = i , l’on 

I -I 

aura = x , y = x^ t dy = \, x ■ ' d x, 
dy' =K x~' , dx'^ddy xxi — )^x. ’* d x' , eo 

Oa 
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fuppofant</x confiant. Subftituant ces valeurs dey, 
dy, ddy, dans les valeurs de q & de/, il viendra 




qz=.x •+- --1 =â 

kx"-dx^ \xUx^ 

— = — &î‘= 

^ ^ ày à X ^ 

Mais l’on a / = at -f- ' ^ — * -t- 


x' -H 


jx _ ^^ 2 Ar = 3 ar} doncx=:f. 

« <f » 

Subftituant cette valeur de a? dans celle de q], 

,, i^jp 1 P» -f. »3. Si on multiplie 

Von a î — 1* Z' V ^ 

les termes de cette équation parle paramétré l_-& 

autant qu’il eft nécefiaire pour les rendre homo- 
genes , l’on aura b q^ = - — ^ — j 

^ ^3, équation de la cauftique. 

* Pour trouver le pointS,oùla cauftique rencon^ 
l’axede la courbe AM, je remarque qu’alors on a{— 

MQ = y= _J. àx--dy 

J-J. J ou ■— 2_y d dy = dx^ dy , 

ourfy”— formule qu’on peut 
employer pour toutes fortes de courbes „en fub - 

‘tituant les valeurs de _y, dy, ddy. 

Dansla parabole , enfubftituant les valeurs de 
dy, ddy%n(es de fon équatiotv, & fuppofant 
i/oarametre^ = i » fon trouvera x= y,ccü-a~ 

fi ™ p«“<‘ 


MQ = 7 
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quarts du paramétre, le rayon réfléchi correfpon- 
dant touchera la cauftique au point où elle coup© 
Taxe de la parabole. 

Pour trouver le point Q de la cauftique le plus éloi- 
gné de l’axe ( fig. p6. A ) , je remarque que le rayon 
réfléchi doit être alors parallèle à l’axe; doncl’angle 
/M Q eft droit; donc l’angle /M A =;QM/z=3 
= M n i ; donc dx~d^, c’eft-à-dire , que le 
rayon réfléchi eft parallèle àl axe lorfque d x — dy. 
L’équation de la parabole , en faifant le para- 
métre = I, donney*’ = ar, 7.ydy =adx ^ ou 

t i. 

en fuftituant la valeur dey, 2*’ dy~dx'y 
& divifant le premier membre par dy & le fécond 

f 

par dx, qui dans ce cas eft = dy y il vient 2 x' 

t=ï I , * = i, c’eft-à-dire, que fi le 

rayon incident coupe l’axe au quart du paramé- 
tre , ou , ce qui revient au même , fi le rayon 
incident pafle jpar le fo^er de la parabole , le 
rayon réfléchi lera parallelé à l’axe , & touchera 
le point le plus élevé de la cauftique. 

119. Problème. Trouver la caujlique par réflexien Idrfque, 
les rayons incidens F M perpendiculaires au diamètre A a 
vont rencontrer la demi - circonférence AD a d’un demi- 
cercle [fig. P7). Ayant tiré les rayons réfléchis MQ & les 
autres lignes que repréfente la figure, parce que le rayoa 
de la développée d’un cercle eft toujours égal au rayon de ce 

M C 

cercle , l’on aura M H = — - — ; Sc fuppofant H Q per- 
pendiculaire fur M Q , HQ fera = H K s= ^ = -, Si 

le point M tombe fur le point D , l’on aura M Q = D B 
D c 

*= 

2 

Mais la différence du rayon incident qui répond au point 
K & de celui qui répond au point A , eft = PM, & l® 

Oi 
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rayon réfléchi au point A cli = 0 ; donc, félon ce qu’on a 
dit ci-defTus f 1 1 6 y , l’arc A Q eli = P M -H M Q 3 IM Q', 
& l’arc A B = 3 D B , c’eft-i-dire , que l’arc A B eft triple 
du demi-ra^'on D B. 

Ayant décrit du centre C l’arc BS, décrivez le cercle M QH 
avec le diamètre MH = CH. Puifquc l’angle M Q H dl 
droit , le point Q fera à la circonférence de ce cercle ; de 
plus l’angle QMH eft=: CMP = HCB ( fon alterne 

interne ) } donc les arcs — - — , H B qui mefurent ces an- 

H * 

gles , font entr’eux comme les rayons , B C des cer^ 

des H QM , BS. Mais B C eft double de donc l’arc 

B H eft égal d l’arc HQ. Ainfi la courbe AB eft formée 
par la révolution d’un cercle dont le diamètre eft = 6 C e=a 
A C 

• , de maniéré que l’arc B H du cercle immobile eft 


toujours égal à l’arc correfpondant QH du cercle mobile} & 
partant la courbe B A eft un arc d’épicycloïde. 

On peut voir cette courbe en faifant éclairer l’intérieur 
d’un valê demi-cylindrique par le lumière du loleil. 

no. P R O B L È M E. Si les rayons incidens partent de 
fextiémiré F du dianiiire F a d’un demi-cercle , comment 
détersfdner la nature de la cautHque par réfiexirn (ftg.qS)? 
Suppofant le rayon incident F M & le rayon réfléchi M Q , 
je mene CP perpendiculaire fur FM, l’on auraFM=j, 


&MP = d =-^(carla corde eft diviféc en deux par- 
ties égales par une perpendiculaire menée du centre fur la 
corde , comme on la vu dans la Géométrie ) } donc ij' = 


4 a. Aialî M Q ^ = -IL 2 , 

ïjr — a 4ü — 4 34 3 

Prenant donc MQégal au tiers de FM , le point Q fera i 
la cauftique} donc en prenant «B égal au tiers du diamc- 
VeFa, le point B fera au/B à la cauftique. 

Si l’on prend Cb égal’ au tiers du r^on CM , & qu’on 
mene b i parallèle à C P , les triangles M CP,M i i feront fem- 
blablcs , & l’on aura MC: MJ:: MP : Mi. Donc M i fera les 
deux tiers de MP ou le tiers de FM j donc M Q = M i. C’eft 


y 
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pourquoi fi fiirMi comme (ihmêtte l’on décrit un cercle, les' 
aiiglcs droits Q & i feront à la circonférence de ce cercle ,, 
& de plus ce cercle fera égal au cercle du rayon CZ-. 

L’arc i B du demi - cercle B 4 D ert égal d l’arc 4 Q du 
cercle 4M; car l’angle M C a ( externe au triangle ifoccllc 
FMC) vaut les deux angles égaux RI F C , FMC; donc 
il eft double de l’angle FMC = CM Q. Il eft donc égal' 
à l’angle i M Q , lequel a pour mefurc la moitié de l’arc i I (^' 
ou l’arc 4 Q. Mais 1 iingle M Ca a pour mefure l’arc B L ; ainh 
l’arc B 4 eft égal à l’arc 4Q; & partant la cauftique ÉQF 
eft une épicycloïde formée par la révolution d’un point Q 
d’un cercle M i 4 , qui tourne fur un cercle égal B 4 D. 

iii. Problème. Soit lu courbe A D {fg. 99 ) vne 
iemi-rycloïde décrite par le mouvement du demi-cercle M H n 
fur lu ligne A B , foient les rayons incidens F M parallèles^ 
d l’axe B D, quelle fera la cauJHque par réflexion? Selon 
ce qu’on a dit ci - dclTus ( 106 ) , en parlant du rayon ofeu- 
lateur de la cycloïde , la ligne M H perpendiculaire à la 
courbe eft la moitié du rayon de la développée ; donc 
menant H Q perpendiculaire fur le rayon réfléchi M Q , le 
point Q fera à la cauftiq'ue , & l’on aura par- tout M Q:s 
M K ; donc au point B , l’on aMQ=DB, &la caufti- 


que paflTe par ce point. Si du centre S du demi-cercle générateur 
Ion mene au point touchant H & au point décrivant M les 

’culaire 
H = 


rayons SM , SH, ii dt vi/îbic que S H fera perpendiculaire 
fijr la tangente AH, & que l’angle SMH = K M H_r= 
MHS; donc le rayon réfléchi pafic par le centre S. I 
le cercle qui a pour diamètre HS palTe par le poin| 

puifque l’angle HQS eft droit; donc les arcs Hn, 

qui mefarent l’angle S /i , font entt’eux comme les dia- 
mètres M n , S H des cercles auxquels ces arcs appartiennent. 

C’eft pourquoi à caufo de S H = , l’arc HQ eft =3 

H n = H B ; ainfi la cauftique eft une cycloïde décrite par 
la révolution entière d’un cercle HS dont le diamètre eft lai 
moitié de M /7. 

lîi. Problème. Soit lu courbe FM une fpirale loga- 
rithmique , on demande la caufique par réflexion, en fup- 
pefunt que les rayons incidens FM partent du foyer F 
{fg-ioo )? Selon ce qu’on a dit ci-deflus (lo^, fi de l’ex? 
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trcniité C du rayon ofculateur MC l’on mene une perpendi- 
culaire fur Al F , elle rcnconcrera cette ligne au point F j 

donc on auraMF=a=^, &MQ= =J'i & 

le triangle F M Q fera ifocclle. De plu?: les angles d’incidence 
& de réflexion étant égaux & l’angle F M Q étant divifé 
en deux également par MC, qui coupe la bafc F Q du 
triangle M r Q en deux également & perpendiculairement , la 
ligne F Q fera parallèle a la tangente Al T , & les angles 
alternes & internes M QF\- Q AÏS = F AIT feront égaux; 
donc les angles que font les lignes F Q avec les tangentes 
de la cauftique, font égaux aux angles des rayons de la fpirale 
avec la tangente. La cauftique eftdonc une (pirale logarith- 
mique qui ne diflére de la propofée que par la politioo. Venons 
aux cauitiques par réfraérion. 

123. Si un rayon de lumière AB, en paflànt 
d’un milieu H C*") [fig. 88 ] dans un autre 
au lieu de fuivre fa première diredion Aa, prend 
à l’inftant de fon paflage la diredion B K., en 
s’éloignant ou en s approchant de la ligne B N 
perpendiculaire à la lurlàce qui fépare les deux 
milieux, ce rayon eft dit réfraîU, & l’angle «B K 

« '^lit ce rayon avec la perpendiculaire B N s’ap- 
angli de réfraction C’eft une loi que fuit la 
;re que le finus de l’angle d’incidence ABM 
ou de fon égal n Btz ( que nous appellerons auflî 
angle d’incidence), eft au finus de l'angle «B K, 
de réfraâion en raifon conftante; de forte que 
m a \ « K en raifon conftante de /ra : n. Par exem- 
ple , quel que foit l’angle d’incidence , fi le rayon 
de lumière pafle de l’air dans le verre , ce rap- 
port eft à peu près égal à celui de 3 : a & égal à 
celui de a : 3 , lorfque la lumière pafle du verre 


(* ) Par milieu on entend tout çfpace que la lumière tra.<* 
ycric. 
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dans l’air. Nous fuppoferons dans Ja fuite que ce 
rapport eft exad. 

Si le rayon réfradé B K rebrouffoit fon che- 
min , je dis qu’il prendroit la route B A par où 
il étoit venu j car on auroit n : m :: nlLi AM 

= Kn = ma , en fuppofant B A = B <1 ; or 
on a AM = ma ; nK : ; m : n\ donc M A aei 

. K ; donc &c. 

n 

Si une infinité de rayons B A, BM qui par- 
tent d’un point lumineux B (fig. loi ) fe réfrac- 
tent à la rencontre d’une ligne courbe A D , eiv 
s’approchant ou en s’éloignant des perpendiculaires 
MC, de maniéré que le (inus C Ê de l’angle d’in- 
cidence EMC foit toujours au finus CG de 
l’angle de réfradion, en raifon donnée de /n : « , la 
courbe NFH que touchent les rayons rompus 
ou leurs prolongemens AH , MF ( fig. 102) eft 
appellée caufliqui par rèfraH'ion. 

Si l’on conçoit qu’un fil A H ( fig. lOl ) enve- 
loppe la cauftique H N , l’extrémité A de ce fit 
décrira une courbe AK dont la cauftique fera la 
développée , & l’on aura l’arc F H de la cauftique, 
plus la tangente F L égal à la*ligne HA. Sup-! 
pofons une autre tangente infiniment proche Fot/ 
un autre rayon d’incidence Bm, & que des points 
F & B pris pour centres , on décrive les arcs M«, 
Mr, les triangles redangles M f w , Mn/n fe- 
ront femblables aux triangles MEC, M C G cha- 
cun à chacun. En effet fi des angles droits EMr, 
m M C l’on retranche l’angle m M E , les angles 
reftans t M m , EMC feront égaux. De même 
fi des angles droits GM/z, C M /n on ôte l’an- 
gle G M /n , les aïigles reftans ot M n , G M Ç 
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feront égaux i par conféquent tm : M« :: CE: 
CG I m : n. Mais tm eft la difierentielle de BM 
& Mn celle de LM; donc par le lemme ci- 
defTus ( I ly ) B M — B A , fomme de toutes les 
différences tm dans la portion de courbe AM, 
eft à M L = A H — MF — F H , fomme de 
toutes les différences nm correfpondantes , com- 
me m : n -, donc l’on a m : n : : B M — B A : 

(AH — MF — FH) = — . (BM— BA), 

d’où l’on tire FH=AH— MF-+- BA 

m 

— . B M. 

m 

Il y a differens cas , félon que le rayon inci- 
dent B A eft plus grand ou moindre que B M , 
& que le rayon rompu AH enveloppe ou déve- 
loppe l’arc H F. Mais on prouvera toujours que 
la différence des rayons incidens eft à la différence 
des rayons rompus , en joignant à l’un d’eux l’arc 
de la cauftique qu’il développe avant que de tom- 
ber fur l’autre, comme /« : /?. Par exemple ( fig. 102) 
BA— BM: AH — MF — FH:: //Z : nC)-, 
d’où il eft facile de tirer l’équation F H=AH— 

AIF 4 --.BM— B A. 

m ifi 

Si du point B avec le rayon B A ( fig.ioi, l’on 
décrit l’arc AP, PM fera la différence des rayons 
incidens BM,BA;&file point B eft infiniment 
éloigné de l’arc AM, les lignes B A, BM fe- 
ront cenfées parallèles , l’arc P A (era cenfé une 


(*) Ici MF développe l’arc F H avant de tomber fut 

AH. 
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ligne droite perpendiculaire fur les rayons incidens, 
& l’on aura FH = AH — MF— -.PM. 

m 


124. Problème. Etant donné la courbe A D 
( fÿ. lOI ) le point lumineux B ^ le rayon incident 
B M, trouver fur le rayon rompu M F le point F 
où il touche la caujlicjue par réfraclion} Ayant trouvé 
par quelqu’une des formules ci-defliis le rayon MC 
ce la développée au *point M, on prendra l’arc 
infiniment petit Mot ; on tirera la ligne Cot; OK 
mènera les perpendiculaires C E, Ce, CG, Cgfur 
les rayons incidens & rompus ; & l’on mènera aulE 
les lignes données BMC^K), ME (a)* M.G (b) . 
& l’on décrira l’arc Mr ( dx ). Cela pofé, les 
triangles femblables MEC & MRot, MGC & 
OT nM, BMr & BQedonnent ME(a) : MG(^):: 

Mt(dxy. M« = ,&BM(y); BQouBEC*) 

a < 


= (y •+• a ) : : M r 


d X : Qe = 


d X. (a -+-_y ) 

y 




Mais par la loi de la réfraâion Ce: Cg :: CE: 
C G : : OT : n\ donc ( dividende ) Ce — CE=Qe: 
Cg — CG = Sg:: ot: «, ou ot: n::Qe=a 

ix.{a-rr-y) _ andx -hnj'dx ^ 

: S g— . Déplus les 

y ^ my ^ 

triangles femblables F M « , F S g donnent M « : 

Sg:: MF: FS, ou dividende M n — S g =a 

ibmydx — any dx aa n d x) (bdx) 

— :Mrt= 

a my a. 


(*) Car ces lignes ne different que de la quantité infiniment 
petite QE. 
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hhmy 

MS==MG = ^: MF = - , ce 

b my — an y — aa/i 
qui donne la conftrudion fuivante. 

Soit fait vers CM (fig. 103) l’angle E CH=MCG, 

a CL 

& foit prife vers le point B , la ligne MT = • 

Si l’on fait HT:HE:: MG: MF(V),le point 
F fera à la cauftique par réfradion. En effet les 
triangles femblables C G M‘, C E H donnent CG : 
CE:: MG=^; EH; mais CG: CE::n: m\\ 

= Donc HE--ME = HM =ï 

, & H m— mt=:HT= 

n ny 

donc en fubftituant dans la proportion V les va* 
leurs analytiques des trois premiers termes, l’on 


bmy — an y — aan bm 

aura ( — : ) : — — : : bx MF =3 

ny n 

. b b my 

h iny — a ny — aan 

Si la valeur de HT eft négative, il eft évident 
que celle de M F le fera aulFi ; donc le point M 
tombera entre les points G & F, lorfque le point H 
fe trouvera entre T & E. 

Si la courbe étoit concave du côté du point, 
lumineux B (fig. 102 ), y devieridroit négatif, & 

. — b b my 

l’on auroit MF = — — =3 

— b my - 4 - a ny — aan 

— — , & la conftrudion feroit la 

b my — a ny -i- a a n 

la même. Si l’on fuppofe y infini ou les rayons 

incidens parallèles , on aura M F = -r — — =a 
. * bmy’—any 
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— , Depluson aura (fig. 105 ) MT=s^l^ 

b m — an ^ 

s= O; donc dans ce cas on fera HM: HE MG; 
MF. 

Si Ton fuppofe que AMfoitun arc de cercle d’un 
rayon infini , ou fi l’on fuppofe que A M foit une 
ligne droite , alors M C fera infinie , aufïî bien que 
M E=a , & M G=b ; donc la quantité b my—a ny dit 

paroîtra devanttfa/z, & l’on aura 
^ +aan * 

{lefigne — a lieu pour la fig. 103 &lefigne-f-pour 

la fig. 102 ); & faifant alors HT = -^- 1 - , I3 

conftruftion fera la même. 

Le rapport du Jînus d’incidence au finus de ré- 
fradion n’étant pas le meme pour toutes les ma- 
tières diaphanes, avant de chercher la cauftique, 
on doit connoître la raifon de /tz : n pour la matière 
dont eft compof^ la courbe dont on demande la 
cauftique. 

Si m eft infinie par rapport à « , le rayon rompu 
MF tombera fur la perpendiculaire CM,&Ia 
cauftique par rétradion deviendra la développée; 
car alors on aura MF = ^ , qui devient en ce 
cas = M C. 


Si ( fig. 102 ) le rayon incident B A eft per- 
pendiculaire fur la courbe, alors les lignes ME, 
M G deviendront égales entr’elles &au rayon MC; 
donc alors a — b -, &c fuppofant les ordonnées y 

h b w y 

parallèles entr’elles , l’on aura M F s= 

b —~any 

b m 

m-^n * 
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xay. Exemple F^ SoU la combe AD (fig. 104) 
un quart de cercle dont le centre foit C & les rayons 
incidens Ô Al y B A parallks entr'eux & perpendicn^ 
laires fur DC , juppofons de plus que m: /? : : 3 : 2 , 
on demande le rayon M. F de la caulUque ? Tous les 
rayons du cercle fe réiwiflànt au centre , le point 
C fera la développée du cercle ; donc fi on décrit 
une demi- circonférence C£M dont le diamètre 
C M foit égal au rayon C D , & qu on fafle 3 : 2 : : 
CE : CG , ou qu’on fafle C G = ^. CE, la 
ligne indéfinie M G fera le rayon rompu , & l’on 
déterminera MF , comme il a été enfcigné ci- 
delTus.. 

Pour trouver le point H où le rayon incident 
BA C prolongé ) perpendiculaire au quart de cer- 
cle touche la cauflique , on prendra la formule 

b m • 1 . 

« , qui devient -M- = 3 ^ = 3 AC. 

m — n 1 - - J J 


Si l’on décrit un demi-cercle ï> N C dont CD 
foit le diamètre , qu’on faflTe CN = CD, le 
point N fera à la cauftique; car puifque le rayon 
incident BD touche la courbe en D, l’on a ME 

Cfig.103 )=fl=o;doncMF=. 

. bni_y — anjr — aaa 

devient = — , = ^ = M G ; donc , &c. 

b n.jr 

L’arc FH ( fig. 104 ) efl = AH — MF—- 
f P M , & la cauftique entière HN = 3^ — DN 
— 5 AC = 3 ^ — } è — DN = — DN. 

Mais CN=iCD=j^,&le triangle reéfangle 
C N D donne ( D N ^ b’- = ^ b- , on 


•J donc H N = 



l 
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126. Problème. Déterminer la cauJUque par 
réfraciion d'une fpirale logarithmique , en fuppofant 
que les rayons incidens partent du pôle B de la 
courbe {fig, loy). Il eft évident qu’ici le point E 
tombe fur le point B , & que y a\ donc M F. 

i b my 

7' ' ; C cette expreflîon a lieu 

lorfquela courbe eft concave du côté de B) devient 
= b-, de forte que le point F tombe furie point G. 

Ayant mené la tangente M / , & la ligne B G, 
l’angle «G B, fupplément de l’angle BGM, fera 
= B Ml En eft'et tirant la ligne tBC perpendi- 
culaire fur MB, le demi-cercle dont le diamètre 
eft M C palTera par B ; donc les angles B G « , 
B M / ont chacun pour mefure la moitié de l’arc 
BM donc l’angle BG« que forme la ligne 
B C^vec la tangente M G de la cauftique B N , 
eft ^r-tout égal à l’angle que forme le rayon de 
la courbe propofée avec fa tangente ; & partant la 
cauftique eft la même fpirale que la courbe B M, ôc 
n’en difl'ere que par fa polition. 

117. Problème. Etant donné lacourbe AM avec fa cauJUque 
H F qu'on peut trouver par ce qu’on a dit ci-dejjus, la ligne A H 
tangente de la caitjlique MF , un point b Juui fur A lî , 
&* les rayûhs incident BM étant Juj pofés parallèles , trouver 
une autre courbe Dm telle quellejajje que les rayons brifét 


(*) Car le premier angle étant formé par une corde Sc le 
prolongement d’une autre corde, a pour mefure la demi- 
fomrae des arcs fou -tendus par ces deux cordes , & le fécond 
arc étant formé par une tangente une corde, a pour’ mefure 
la moitié de l’arc compris entre fes côtés. 
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Mm, en fe refraSlant de nouveau, jiafent tous r<ir le 
foint b (Jtg~ to 6 ). Si l’on Tuppolè que le rayon b m re- 
brouilê fon clieniin . il fuit tle ce qu’on a dit ci-difius ( n? ) 
^u’il fuivra la ligne mM; donc fi l’on confidere le point 5 
comme le point lumineux de la cour'oe D m , dont on prendra 
le point D à difcrction fur la ligne AH , les prolongemens m F 
des rayons rdfraftés w M toucheront la ligne F H , qui fera la 
cauftique commune des courues AM, D Si l’on mené la 
ligne AP perpendiculaire fur B A, on aura BM — B A 
ï= AM. 

On prendra FM = AH — FH, & ayant mené M h pa- 
xallèlc à B A, & perpendiculaire fur AP, on j>rendra 

E= — . A M , & l’on tirera M P parallèle à A </. Maintenant 

à canfe des triangles femblables AçM, PMm, & de M^ 

ï= —.AM, l’on aura mi n z i h M : M. q : : V m : M.m 

m 

— . P m. Donc le point m ainfi déterminé fera un point de 
ja courbe cherchée. En effet l’on aura FM = MmÇmF, 

—, Pm-f- niF = AH — FHj donc ( par le n° 113 ) 

m 

la courbe cherchée D m à la propriété demandée. 

Il 8. Problème. Etant donné la courbe F H avec le 
joint lumineux B {fig. 107) trouver une courbe A M , dont 
F H foit la caupque ; ar réfraSlion. Du point B je tire B H 
tangente de la courbe F H , & je fuppofe que le point A 
foit un point de la courbe cherchée. Je. tire une autre tan- 
gente FM à EF, & je fais F q = — . B A A H — 

F H. Je tire la ligne B ç , je fais mz nz z qm z b m', me- 
nant b m =z qm X — ,&la ligne B M parallèlement à bm, 

m 

le point M , où cette ligne rencontre F q , fera un point de _ 
la cour'oe cherchée j car l’ôn^ura M : zz q m : b m zz 

m : 
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donc 7 M = -l. B M & 7 F = ,? ftH-F M = -. B AI 
^FM= BA -4- AH-FH ( par iypothèfe); donc 
(BM ~EA)= AI? = AH — FH — FMj 

donc , rclon ce q l’on a du ci-dclTis ( 113 ) , la courbe A M 
ainfî Jecii:e , fera h courbe cherchée. ’ 

Si I:s rayons incidens font p irallcles er.tr’eur fficr. 108 ) 

on prendra F /^AH-Frf&faifammin: 

on menei a .n h p rr.JIdIe d H A , & du p oint P od la li^^ne nb 
(p chnoee s il L- laat ) rencontre h bgne AP p-rpendîculaL 
HA, on tirera la licrne P M parallèle à AH, le point M 

rbVT ' 'r un point de h Courte cher- 

cii.e. bn c.fet les triangles lemblables ç i m , P M donnent 

P M : ? M : : b m : q m : w ; n j donc 7 M = -ü . p Al sc 

SF= ^ fm =AH — FH (parfuppofidon), ou 

PM = AH— FM — FH. 

Re m ARQtiE. Il ert évident que la courbe AM eft difîé- 
'due le point A eft plus ou moins 
P irce que la valeur de F <7 
chan,_,c , d ou ihfiu q ,e la meme courbe F H peut être 
eau 1 J 72 p ir réfiraêtion d’une iiilînité de courbes A M. 

ïî?. R O B L È M E. t.'anr dunnl un l'oint lumineux B 
\Jd’ '-37 j, rrjuver une courbe A M (*1 tells que tous les 
ruv /If vo/,2/.ur BM fe rafenhlenren un point F ou H? 
rar les P’n ipcs q don a établis ci - delTos f ) en faifint 

i . '(7 A ’ K A 7 , l’excès de A H fur M F 

ou d. 7,1 F fur H A r= U , pour avoir A H — F M --■= + u , 

i.ioa H-- A;iL‘rip!,sgr,maeo-jplusp.-cùeqieF7\I l’on aura 

m' ' i “ FH= + u, en f'ppofint F H = 0 ou 
en fippofantq.ie lictuftique fe réduife d un feu! point; donc 
J ^ • " f 3 "b 'I ) ii OU I on voit que la diilénence PM 

du riyon incident MB îc du rayon B A . eft . 1 1 .'iftérence-l-u 

des rayons réfraads & correfpondans i\l F , A H dans la T^i- 
on cm. n . & dc-Ià lontirela conftradlion des quatre ovales, 

( point A cü cenfe donfté aullî bien que le point H. 

Tome ///. p 
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dont parle Defcarces vers la fin du lêcond Livre de fa Géo- 
métrie, & qui ont fait tant de bruit parmi les Géomètres. 

Pour coniiruire ces courbes ( fig. 1 051 ;, ayant tiré la ligne B AF, 
je lui mène fous un angle quelconque la ligne T( ; je prends A/;: à 
volonté & A n telle que l’on ait : n : : Am : An-, je mené m n 
8c du point B comme centre , avec le rayon B/;/ , je trace tm 
arc en i ; prenant enfuite A r = A F , du point F , avec le 
rayon r « , je trace un fécond arc qui coupe le premier au 
point i, qui eft un point de la courbe cherchée. L’on trouvera 
de même tant d’autres points que l’on voudra , en prenant 
d’autres lignes Am 8c cherchant les points corrcfpondans. 

Si on fuppofe Am = o , l’on aura audi A n = o , 8c le 
point cherché tombera fur le point A. Pour prouver que ce 
point app.itticnt à la courbe cherchée , je remarque que l’ex- 
cès Am = ^ du rayon incident B i fur B A eft alors = o , aurtl 
bien que la diftcrence A n du rayon A F’ fur F ; ; or par 
conltruftion Am : An : ; m : n , ou {• : ut: m: n. 

Si l’on fait AT = A F & qu’on prenne pour le rayon 
du fecoiid arc ( qu’on doit tracer du point F J T n au lieu de 
t n , le point i appartiendra à une autre ovale qui aura la même 
propc'été qae la première. 

Pour la troilîérae & quatrième ovale , l’on tranfportera le 
point F en/, de maniéré que le point / foit plus ( loigné du 
point A que le point B , & prenant pour la troifiéme A T 
!=Af, du point/ , avec le rayon T n , ’on décrira un arc 
qui coupera l’arc décrit du point B avec le rayon m B au point 
Acrciié (*j. 

Pour avoir la quatrième ovale , je prends Ar = A/, 8c 
le point / pour le centre du fécond arc décrit du rayon n ; 
le point où cet arc rencontrera le premier décrit du point B 
avec le rayon B m , appartiendra à la courbe. 

KFMARyt’E I. Dans la première & quatrième de ces conr- 
"bes , 1rs rayons t n des féconds arcs font moindres que F A 
bu i A ; donc dans la première Fi=FA — b — u, 

en faifant F A = i ; de même dans la quatriéme//= l — u 

z=. h — — ^ : au contraire dans les deux autres , l’on a F 

m 

r- 1 . nx^ . 

OUTI=ft-+- U = è-f- . 

•• m 


(*) Il n’importe pas que ce^foit les rayons incidens ou leur* 
prolongemens qui le réuiiiffent en 
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Remarque II. Pour avoir l’équation de ces courbes, d’ua 
point quelconque M , je tire l’ordonnée M,') [jr) perpendi- 
culairement fur la ligne A p -, que je tais =■ x \ & je me 

fouviens que — . ? = u , d’où l’on tire ? = — . u. Cela 

pofé dans la première & la fécondé ovale , j’ai B /> =:a-t-x, 
r P ■= 6 — x; dans la troifiéme & quatrième ovale, j’ai 
fp = i -f- X , f B = 6 — mais dans toutes les 

ovales ,BM=a-)-? = a H — • Maintenant les trian- 


gles reftanglcs B M /> , F M p ou /M p, donnent (BM)* — 
('Bpy = (Mp)‘ =(FM)‘ — ( Fp y,oü J j-f. 1 aç_ 

an ^ Z n b Z. 

— Z a X — y y — — ^ î H ^ ^ it xl 

fH ai fn ' 


d’où l’on tirera une équation qui ne contiendra que les va- 
riables X &c y fins ^ & ce fera l’équation de la courbe. 

Si le point B eft fuppofé infiniment éloigne , ou , ce qui 
revient au même , fi les rayons incidens font parallèles , l’oa 
aura a = oo ; donc dfa^ant tous les termes dans Icfquels ne 
fe trouve pas a , l’équation lap — x x — z ax = 

y y deviendra la^ — zax —o , ouip — ior=o,ou 
X SublHtaant cette valeur de i dans l’équation yy =s 


II 


zuh Z , 


“ XX 


zb X y elle deviendra , en 


tranfpofant, ( ■ 


). XX + 


Inbx 


m 


Z b X 


(*)• _ ^ 

Si AF, ou A/, ou h cil ft^pofé infini, c’eft-à-dire, fi le* 


(*) La lumière palTant de l’air dans le verre , l’on a m: n : : 
3 ; e ; les termes qui contiennent x x & ,)' J, font pofitift , & dans 
fce cas l’ellipfe peut réfoudre le problème ( voyez ce que nous 
avons dit dans la première Partie Courb. algéb. n® i zj. Au relie 
fi les rayons doivent fe réunir au point F, il faut fuppofer qi>q 
la courbe A M , en tournant autour de fon axe A F , engendre 
un folide dans lequel fe fait la réfraélion , Sc que le point F eft 
dans ce folide , ou du m^ins qu’il cil le <c tre d’une furfafle 
Ipliérique qui termine le folide du côté de F. 
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rayons rompus doivent être parallèles , l’équation j/jy =s 

n n 1 n h X, , i*i — 

— ? ? 4- "■ “ X i ùx y deviendra ■ 

mm ^ ^ OT m 

+ zh X = O, d’oii l’on tire 7 =zz — x. Subftituant cette 

n 

valeur de j dans l’équation -1- laj — -v;e — ia.v =yy 

. mm — n n . 2 « in 

& tranipolant , il vient ( — j xx -f- x — zax 

, — ^ 2= O , équation à l’hyperbole. Or fi les rayons in- 
ckiens partoient de F ou de en fuppofiint ces points à 
une dilbincc infinie , ou , ce qui revient au même , fi ces 
rayons étoient parallèles , ils le réuniroient évidemment en 
B dans le premier cas; puifque , félon ce qu’on a dit ci-delfus 
( 113 ), un rayon rompu , en rebrmiffant fon chemin, doit 
iuivre la même route qu’il a fuivie avant la réfraélion ; mais dans 
le fécond cas les prolongemens des rayons réhadés fe réunilTent 
en /; donc l’hyperbole 5 c l’ellipfe font des courbes propres à ré- 
foudre le problème , lorfque les rayons incidens font parallèles. 

Remarque III. Comme la lumière n’ell pas homogenée, 
mais qu’elle eft compofée de fept rayons principaux, rouge, 
jaune, orangé, Heu, verd , indigo & violet ( ainli que l’a 
démontré M. Newton ) , qui font tels que fous le même 
angle d’incidence , leurs angles de réfraftion font un peu 
diiîerens , de forte que le rouge fe refrade moins que le verd, 
& celui-ci moins que le violer , il arrivera que fi le rayon verd 
pars’ient en F, le violet parviendra en /n par e.renip!e, & le 
rayon rouge en L , en fuppofant que ces trois rayons tombent 
en M fous le meme angle d’inciiience ; donc le foyer F ne fera 
pas abfolument ( mais lèulemcnt fenfiblemcnt ) mathématique. 
Nous avons fait l’application de l’ellipfe & de l’hj'perbole i 
la dioptrique d’une manière plus élémentaire dans nos Inltitu- 
tions Alathématiqaes. 

Zfes points (Cinjîexîon & de rebroujfement. 

iqo. Le point D, ou une courbe de concave 
devient convexe ou réciproquement ( iio & 
1 1 1 ) s’appelle point d'injicxion. Si la courbe mJj M 
C fig. 112& II?), après avoir avancé de m en .D , 
rebrou flè fon ch -min versM, le point D eft appelle 
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point de rebrouffemtnt. Si l’on fe rappelle ce qu’on 
a dit ci-deffiis (^ 6 ) fur les maxima & les minima , on 
comprendra aifément que le rapport de dy à. dx 

ou — i — eft néceflairement un minimum (fig. iio) 

dx ^ “ 

au point d’inflexion ( il en eft de meme de ) i 


car , félon ce qu’on a dit dans l’endroit cité , les 
dy vont en diminuant dans la partie concave de- 
puis A jufqu’en D, & en augmentant depuis D 
flans la partie convexe ; c’eft le contraire dans la 
fig. I II ; donc dans le cas d’un point d’inflexion , 


le rapport 


i/ X 


croîtra jufqu’en D , & décroîtra 


enfuite ou réciproquement ; donc au point D , U 
deviendra un maximum ou un minimum , & fa diP 


férentielle fera 


dày 

d X 


( en fuppofant d x confiant ) 


s= O ou = 00 > donc aufli fera = o , ou 

d 

= 00 . Ce fera la meme chofe au point D de re- 
brouflêment ( fig. 1 12 & 113); donc pour trouver 
les points d’inflexion & de rebrouflement dans les 
courbes dont les ordonnées font parallèles , il 

fuffit de fuppofer =0, ou = 00 , 01^ ce 

qui revient au même , il fuffit de fuppofer d^y=Q. 
ou 00 (*). 


(*) Nous ne croyons pas pour cela que ddy foit réelle* 
ment s= 00 j mais cette fuppofition donne le meme réfultaç 
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Remarqua. Il eft aifé de voir qu avant tiré la 
tangente rn D ï & fuppofantww =D S & menant 
S i r C fig- 1 10 ) ou S i C fig. III), les triangles 
femb labiés & égaux w D« , DS/ donneront Si = 
D/r;doncSr>S/ — D/?C fig- IIO), mais Sr< 
T)n (fig. 111) : aulîi les dyvont en diminuant de 
A en D, & en augmentant de D en M ( fig. iio) 
c’eft le contraire dans la fig. 1 1 1 ,* donc le 


rapport 


d y r\ * * 

eft un maximum ou un minimum au 

d X 


" point D, comme on la dit ci-deflus. 

131. Problème. Trouver le point d'injlexlon D 
• de la courbe A N ( fig. 1 14 ) dont l'équation ejl a 
7— y Çaa -4” X X Soit AC — X y AB — a y 

CD=y== — ; donc </j/ = 

au-Jrxx 


^aixàx-^-^axi dx — ^ax^dx ra} xdx 

— yCCddy 

{aa-trxxY {aa-\-xxY 

t ai d x'^ {a a X xY — A-<Hxdx.i x dx. {a^-h x x) 


( en fuppofant dx confiant ) = 

( 1 a'^ — 4 a* X* — 6 ai X* ), d x^ . . , . 

' ü : =0. Multipliant par 

(a a-hx x/ 


le dénominateur & divifant par a* dx^, il vient 
2 ^ — 6 x^ —O; ûivifant par a* 

Ton trouve 2 a^ — û =0, ou ^ == 

I = y^(^a a )} donc prenant A C moyenne 


que lï on faifoit 4^ = » , comme il ièra aile de le com- 

* dx* 

prendre, en faifant attention aux valeurs àe ddjr, dans les 
exemples qu’on va donner. 


Digitized by Google 


r 


Calcul différentiel. xji 


proportionnelle entre a Sc j a j l’ordonnée C D 
rencontrera la courbe au point cherché.' 

' ij 2. Problème. Trouver le point d'inflexion D 
dans une demi-cycloide allongée AF [flg. 1 1 5 ). Sup- 
pofant labafeBn de lademi-cycloïde ordinaire=C 
& D C , l’on aura y en faifant l’arc A M — .v & '' 

la demi- circonférence AMB=Cj l’on aura, 
dis- je , C : D = B F ; : : M N = y. Mais fi l’on 

veut rapporter les points . de la courbé à l’axe^ 

A B , ^ fera = P D= P M -4— ^ -, & fuppo- 

fant P M= r , l’abfcifie AP = a j le rayon du 

cercle générateur = r, l’on aura du = jpP , «/« 

, , , D.dx , 

' :=dt. Donc dy==dt-{ j or par la nature 


ducerclejr=(2r. a — a a) ’ jdt=(rdu — udu)x 
(ira — a a ) * = - • Mais en fup- 

V(xr«— «a) .. 

pofant n M parallèle à A B , le tri ngle reélangle 
a M/n donne m M = d x =: y' [du'^ d t^)\ 


r d U — udu 


donc d Y = , 

y(xnu — uu) 

^[( rd U — udu)’--{-du^ ( iru — au)] 
^ { Zru — au) 


O 


, en fubftl- 


tuant la valeur de dt. Multipliant les termes dé 
la première fraétion par C , elFeéluà'nt la multi- 
plication indiquée &c réduifant , il vient dy = 


C r du — Cudu-\-D. r.d a 

— ■ — ^ 

C. ^ {ir U — aa 


Donc en fuppofant die 


c onftant , l’on aura ddy — 
Tome III. 


Cr^— Dr^-f-Dra) 

C.(ira — a <4- 

P 4 * 


/ 
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T — O , OU en ôtant le dénominateur & divifant par 
-»-'Dr‘ -h Dr a=: O, ou Dra = 

Dr^-hCr*.j àinfi u = g-j; = r -f- — • 

C’efl: pourquoi fi on prend une quatrième propor- 
tionnelle aux' lignes D, Ç 5 c r & qu’on l’ajoute au 
rayon r j l’on aura l’abfcilî’e AC, à laquelle répond 
l’ordonnée G D , qui rencontre la cycloïde allon- 
gée au point d’inflexion. 

133. Problème. Trouver le point d'infiexîon D 
dans la courbe A D dont les ordonnées font troifiemes 
proportionnelles a celles du demi-cercle AM. B & de la 
parabole A m {fig. 116). Soit le diamètre du cer- 
cle donné = a , l’abfcifle AC = jf, l’ordonnée 
C M dii cercle == t , l’ordonnée C/n de la para- 
bole 6c l’ordonnée de la courbe propofée C D 

y y 

B=s U ; l’on aura t \y ' y 'u = — • Mais en 

faifant le paramètre de la paràbole ==// > l’on a 
y-=.px y ôc pat la nature du cercle, r eft = 
\/ (a X — icx) y donc en fubftituant ces valeurs , il 

viendra «= r > d’où l’on tire d a = 

y (tf * — XX) 


a p x àx 

V' (a*—**/ 


DifFérentiant de 


nouveau , en fuppofant dx conftant , l’on aura, en 
divifant pzv dx , multipliant par\/(ûx — .var) 5 c 
ôtant la fradion , l’on aura , dis-je j ddu=o — 
zap{ax — xxy — ^apx{a-^ix). {a x-^xx)i 
ainfi en divifant par (nx — xx)ôc tranfpofant , 
on aura la^ p x — la p x i aap x - — 6 apx^ j 

ou 2, a — X X = ) a — 6 x y d’où l’on tire 4 x == a 
& X ûi donc fi l’on fait AC = ^ , l’ordonnée 
C D rencontrera la courbe au point d’inflexion. 
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154* P ROBLÊME. Trouver U point Je rehronjfe^ 
ment delà combe m D M (fg’. IIJ ) , dont réquution 
ejly^ == a X* = X*, en Juppofunt a — Soit 
AP = X , P M = JE, l’on aura ^ y* dy. = 


Donc en otant lexpofant du divlfeur de l’ex- 
pofant 3 — Y du dividende , il vient dy=\ x 

à X. x~~^ ^ ddy=i—±dx^(^ 

dx^. La Tuppofition de ddy = o ne donne rien 
à connoître ; mais en fuppofant d dy =00 , Ton 
a AT = o ; ce qui fait voir*que le point cherché 
rrpond à l’origine A des x, point auquel AP = O. 
Subftituant cette valeur de x dans l’équation de 
la courbe , l’on aura = o, & y—o. 

Remarque. La méthode précédente a cela 
d’incommode , qu’elle ne fait point diftinguer un 
point d’inflexion d’un point de rebrouflement , ni 
un point d’inflexion viflble de celui qui eft invi- 
flble; & déplus elle pourroit induire en erreur, 
en faifant croire que tout point d’une courbe trouvé, 
par la fuppofition de dd y= O ou de d d y = 
eft un point de rebrouflement ou un point d’in- 
flexion; ce qui cependant n’eft pas : car en fup- 
pofant dx conftant, l’on tirera de l’équation au 
cercle J' J” = 2ax — xx, l’on tirera, jdis-je, ddy^ 


Mais ^ — I =— if ; donc 


O tarjK = .V* , y* — x\ 
(**) On fuppofe dx conllant. 
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— aadx^ 


. Si ronfait</</y 

[zax — X X ), \/{^zax — xx) 

= 00 , Ton aura le dénominateur = 0, o\i2ax 

— xx'=0, ou2rf:«r=^;c, ou ^a — x ce 
qui indique feulement qu’à l’extrémité du diamètre 
la tangente eft parallèle aux ordonnées. Il ne fera 
donc pas inutile de donner une autre méthode. 

13 J. Nous avons vuci-deflus(i05) que la mefure 
de l’angle de courbure D CL (tig. 67)=^, étoit 

dyàd.x — dxddy r . n 

— — — • Ln auppolant d x conltant, 

— d X d d y — d X d éy 

df' 


ds^ 

l’on aura q — 


Cette 


dx‘ 

formule fuppofe que les ordonnées font per- 
pendiculaires aux abfcifîès. Si les ordonnées font 
fuppofées partir û’un point, en appellantR le rayon 
de la développée, l’on aura (n°i05)K = 
y d 

"1 ; mais en 

dx^-+-dx dy~^ dj' d d X — j' d x d dy 

(uppofant que C Q eft le rayon de la* développée 
au point C de la courbe AD f fig. Ii 3 ) rappor- 
tée au foyer F, les feéieurs fcmblables CQD, 
DCL donneront CQ= R:CD:;CD: DL 

_ (CD)‘ àxd S^-k-yd y dd X — y d x d dy 

“ “ R~ ~s "* 

en fubftituant les valeurs de CD — d$ & de 
R , & faifant attention que dx^ dx dy^ = 
dx, Çdx'’ dy'- ) Maintenant fi l’on 

veut avoir la valeur ^ de l’angle DCL, en fuppofant 
le rayon = i , l’on fera C D = (*) : l : : D L : 


( * ) L’on fuppofe la cordc C D é^ale à fon arc , parce qu’un 
arc infiniment petit eft cenfé égal a là cordc. 
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DL d X. d s’’ yây d d X — yixddjr 

ds ' 


d X d s'‘ — jf d X d àyr 
~y d'T^ 


en fuppofant d x conftant; 


fi 1/ efl: négatif, la courbe fera convexe vers le 
foyer F, ou vers fon axe , (i la courbe eft rappor- 
tée à un axe ; on doit faire attention à ces valeurs 
de q. 


Si la courbe cftdirpofée comme dans la fig. ilp, 
il .eft vifible que la valeur de q aura le même figna 
aux poin.s m 8 c M. Il en fera de même dans la 
fig. 1 1 3 ; mais dans la fig. idoles fignes de q feront 
difterens. 


Nous avons dit ci-delTus (i02) quela feule para- 
bole vulgaire avoit au fommet une courbure cir- 
culaire ; cependant en cherchant le rayon de cour- 
bure des paraboles quelconque, qu’on peut re- 
préfenter par l’équation y'” = x , en fuppofant le 
■paramctre=i 8 cm un nombre quelconque entier 
ou fraétionnaire , on trouvera par le moyen de 

la formule — ,'cn fubllîtuant les valeurs 

— d X d dy 


iQ dx 8 c àa ddy , 1 ^ trouvera, dis je , le rayon 


ofculateur R = [üLL 

( r y 

[mm — 


[mm — « 

/* 

Si on fuppofe m 2. 8c 


y=s Oy l’on a R = 


I 

[mm — m), O 


00 ; fî /Tl 


<2, le numérateur devient ( ^ ( en 

négligeant i , qui dans ce cas dilparoît, puifque 


P 
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yx-im jJevient = o, & - — ^ — =00^=: 

^ — . Suppofant m m — m = a S>c divifant la 
fraftion que nous venons de trouver , par » & 

faifant = B , il vient B. — ^ “ 

B. J*’'"”', en ôtant l’expofant du divifeur de celui 
du dividende. *Si 2 m ^ 1, l’on a B x o =? o; 

* t 

fi 2 77J = I , l’on = ^ Sc y'" = x devient 
t= X ou y = , qni en changeant x en y 8c. 

réciproquement , devient y^ — x , équation à la 
. parabole ordinaire , en fuppofant le paramétre = i ; 

& alors R=B== — T- -Le ligne — indique que 
l’on doit prendre le rayon ofculateur du côté op- 
pofé à l’axe des r , qui dans ce cas eft une ligne 
tangente au fommet de la parabole , en fuppofant 
que l’angle des co-ordonnées eft droit. Si 2 m <^i ^ 

ou to ]>• V > faifant 2 m — 1= n , l’on a R =; 

B B 

^ y ^ ^ _ ( en fuppofant j =c= o) ^ 00 , 

Si OT = 2, alors le numérateur *'""^4- 1 ? 
devient = 1 , & le dé|||pinateur devient =3 
( 772 OT — m ). y° = m m m , a caufe de y — I» 

& l’on a R = f On ne peut pas fuppofer m = i: 
car alors on auroity = x, équation à la ligne 

De ce qu’on vient de dite , il fuit qu au fommet 
des paraboles , fi 1 on excepte la parabole 
gaire , le rayon de courbure eft= o ou infini ( }, 


(*) Nous fuppofons ici que la parabole vulgaire a un para- 
métre fini. 
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“ Mais , félon ce qu on a dit dans la première Partie 
de ce Cours, il n’y a aucun point dans une 
branche de courbe dont la courbure ne foit la 


même que la courbure au fommet d’une parabole; 
& toutes les paraboles , excepté la vulgaire, ont 
à leur fommet un point d’inflexion ( vifiblc ou 
invifible ) , ou un point de rebroulTement : ainfi 
qu’il eft facile de s’en convaincre , foit en les dé- 
crivant foit en fe rappellant ce qu’on a dit dans 
la première Partie de cet Ouvrage. Donc au 
point d’inflexion & de rebrouflement d’une bran- 
che de courbe , le rayon ofculateur eft = o ou 
infini. 

Pour faire mieux concevoir cela aux Commen- 
çans, foit lacourbeM Dot (fig. I20)qui ait un point 
d’inflexion D , auquel le rayon ofculateur ait été 
trouvé infini, il eft évident qu’à proportion que 
les rayons ofculateurs MF, «F, if s’approchent 
du point d’inflexion D , ils doivent approchq^ du 
parallélifme ; & comme ils doivent toujours être 
perpendiculaires à la courbe , fi l’on conçoit que 
le petit arc D i foit une ligne droite , le rayon i f 
fera perpendiculaire à cette droite, & fera parallèle 
à la ligne D P , qu’on fuppofe perpendiculaire à D/; 
donc CCS lignes ne peuvent le rencontrer, c’eft-à- 
dire,que les rayons ofculateurs ne peuvent de po- 
fitifs devenir négatifs , ou pafier de la partie con- 
cave MD à la partie convexe Dot, fans deve- 
nir parallèles ; de même ils ne peuvent paflèr 
de la partie convexe ot D , fans que les rayons 
ofculateurs ne foient devenus parallèles à ’D p. 
Mais une ligne droite ^D ne peut dans la rigueur 
mathématique être regardée comme «9 arc de 


« 


l 
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cercle C*") , en fuppofant même le rayon hf = 00 . 
En effet dans ce cas les perpendiculaires aux extré- 
mités D & ^ de cette ligne, le rencontreroient; au 
centre du cercle, formeroicnt un angle ( ü petit 
qu’on voudra), fie les angles du triangle formé par 
les deux rayons, fie la ligne yaudroient p us 
de deux angles droits , ce qni ne peut être ; de 
plus un tel cercle ne feroit pas rond. En fuppo- 
fant donc D« Tare & la tangente, il y aura 
toujours un petit intervalle entre h &c n, quelque 
grand que foit le rayon du cercle. Donc au point 
•D il n y a aucun cercle ofculateur, en luppofant 
meme le rayon du cercle = co . Si les rayons M/, 
nf,( fig. 121 ) vont en diminuant , en s’ap- 
prochant ce D, de maniéré que le point P ou DP 
rencontre / /, tombe for le point D, l’arc oDn 
ne fauroit être circulaire; car de quel côté feroit 
fotué fon centre? feroit-ce en p ou en P? Mais il 
n’y a pas plus ce raifon pour le placer en p que 
pour le placer en P ; & comme il ne peut pas 
étr# de deux côtés de la tangente b T> , il efo 
clair que cet arc n’eft pas circulaire (^“). Cela s’ac- 
corde avec ce qu’on a démontré dans la première 
Partie Sc ci-de(îus ( 102), que la courbure au lora- 
met des paraboles , li on excepte la vulgaire , n’étoit 
pas circulaire. Ainii lorfqu’on trouve que le rayon 
ofculateur correi'poncant à un point d’une branche 


(*) Il y a des cas oi'i l’on peut fi;pp"ifer qii’rn arc tic cercle 
d’un rayon infini cft une li''r.e droite cgals a fii tangente ; car 
il eft viuble qu’en fii ppofact l’arc D /■ fi ni , & for rayon infini , 
la différence entre cet arc & fa t ui'^enta D h ne peut etre qu’inaf- 
fignablc ; donc on peut , fans erreur , f pp'’fer ces lignes égales. 

(*'*)Si l’on dit que le centre eft fur l i t ingc: rr , cela ne 
fê conçoit pas , p’ '''ii>’il faut qu’il y ait une oiffance entre le 
centre la tangence, & s’il n’y en a pas , c’elt alors un point, 
& non un cercle. 
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de courbe ,eft = ô ou infini, on doit feulement con- 
clure quily a dans ce point un point d’inflexion ou 
de rebrouflement ; mais il n’y aura aucun point d’in- 
flexion ou de rebrouflement, à moins que les R 
correfpondans aux points voilins du point B, 
auquel l’on a trouvé R = o ou = co ( il y a ce- 
pendant un cas dont on parlera dans la fuite , dans 
lequel le rayon ofculateur peut être infini, quoi- 
que la courbure foit circulaire ) ne foient de 
différens fignes; car ( fig. 123 ) fi la courbe avoit 
au point D un point d’inflexion invifiblc , c’efl:- 
à-dire, qu’elle devînt de concave ( vers F ) con- 
vexe, & qu’elle redevînt auflitôt concave, le point 
d’inflexion feroit invHible ; mais les R aux points 
voifins OT & M feroient de meme fignc. Dans les 
fig. iip & 120, les R aux points m & M étant 
dirigés de difierens côtés , ont différens fignes ; 
mais aux points m & M voifins du point de re- 
brouflement D, les ^ ( fig. I ip ) auront les mêmes 
fignes & différens fignes aux points /w & M ( fig. 1 20). 

136. Problème. Etant donnée l'équation d'ur.t 
branche de courbe dont Us ordonnées font perpendicu- 
laires à taxe des abfcijfes ou dont les ordonnées par- 
tent d'un foyer, trouver fes points de rebroujjement & 
fes points d'inflexion ? Cherchez R par quelques- 
unes des formules qu’on a données ci-deffus, félon 
que les ordonnées font rapportées à un axe, ou 
qu’elles partent d’un foyer. Suppofez R = o & 
enfuite = co , & cherchez x. Mais fi les ordon- 
nées partent d’un foyer , cherchez ce qui ( dans 
l’équation ) repréfente x (*) ; cherchez enfuite les 
R par rapport aux points /n & M voifins du point 


(*) Ceh s’édüiicira par le 1 41. 
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trouvé D. Si leurs lignes font les memes , il n’y 
aura au point D ni point d’inflexion ( ils'üglc d um 
injUxion \iJibU) ni point de rcbrouflement. Si les 
- Cg ics font diflérens, il y aura un point ü’in- 
flexion ou un point de rcbrouflement. Pour dif- 
tinguer lequel des deux a lieu, on cherchera la va- 
leur de l’angle défigné par y (valeur qu’on appellera 
q pour abréger ) aux points m & M. Si les lignes 
de <} font les mêmes , on aura un point de rebrouf 
feraent; mais li les (igncsde^fontciflérens, l’on aura 
un point d’inflexion ; fl le ligne de q correfpon- 
dantà M ( fig. i ip ) eft pofltif, la courbe fera con- 
cave vers le bas & convexe vers le haut ; fl le ligne 
de ^par rapport au point w (fig. 122) efl négatif, 
l’arc D/w fera convexe vers le bas & concave vers 
le haut. Tout cela eft évident , en iaifant atten* 
tion à ce qu’on a dit ci-defl'us. 

1 37. Problème. Trouver Us points Tir.jLîxlon 
ou de rebroujjement de la branche de courbe dont 

téquation ejl y = y' ( ) ouy^= 

car l'une & l' autre équation dé;igne lu même branche ^ 
puifquà une abfcijfe il ne peut répond' e quun j'euly ( "^ ). 
En différenciant, l’on*a dy = ^ d x ,ouy'- dy 

rs=.x oMx ,y“' d y'- =.x^ d x^ Z)Cdy^ =1 (P)» 

diflerenciant l’équation •=. xxdx en fup- 


(*) Si l’on avoit l’équation y’ — _4_ ;c4 ^ l’on auroity= 

+ V alors à chaque abfcifTe il répondreit deux 

ordonnées ; ainfi la courbe auroi: deux branches , l’une dcll- 

f née par l’équarion y — -i- y/ f -h- ) , l’autre par 

équation y = — V ( -f- A*' ) , & il iaudroit opérer fur cha- 

que branche en particulier. 

pofant 
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pofant d X confiant , il vient 2 y dy^ ddy =s 
Hxdx\ 8cy*ddy =^2xdx^-^Xydy-, OVk 


y^d dy i=x 2 X dx^ — 


1 X* d X* 


> en fubfiituant 


la valeur de dy*^ prife de l’équation P. En ôtant la 

fradion ,ùntrQ\i\ty^ ddy x= 2 xyUx' 2 dx^ 

Si on fubftitue dans le fécond membre la valeur de 
prife de 1 équation de la courbe, l’on aura 
y'i ddyx=2a}xdx' 4 - 2 x* d x^ 2x* dx>- =*3 

2a> xdx^^ & par conféquent ddyx=x ^ 

Nous employerons la formule du rayon ofculateui 

^dldaj ^ 

que l’on trouve dans la même fuppofîtion'l'& l’on 
aura par les valeurs trouvées, ds’^ =s dx* +. 


dy^ =t dx* ■+• 


X* dx* 


iy' 


y 

J ^ J J . ^ X d x> 

dx ddy J (Jqqç ^ 


x*).dx* 

- , & 


& qs=s 


y 

‘—^a*xdx 


y 

—y/(y-i-x^) t 

» a* xy 


y -hx^ty 

Si Ion fuppofe R= o. Ton aura ;/■ r y* 4-^:4) 
' ° y*~ — X* , ou y = 

gu^tite imaginaire; ainfi l’on ne peft pas fuppofer’ 
K == O. Suppofant R = 00, l’oii a 2. J ^ yZ. n 
ou ^y=o dont les fadeurs font .:=o&y=:o 

cotbëTôIVt“’ ‘‘f de la 

courbe , 1 on ayJ = ai, ouyx=a. Si l’on fubfiitue 

<lans la meme équation la valeur de y — o il 

vient vî 4-^5 =ss O xi ^ ^ * 

• J ’ . " » ouar= — û. 

* ^°^^ 0 "cexaminedes points qui répondent à 

Tome m premier point, on 

* .Q 
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fuppoferajr augmenté ou diminué d’une très-petite 
xjuantité /, c'eft-à-dire, on fuppofera a: = o 
ou a: = /, & l’on aura =' tt /* ■+• a* , 


'OU yJ = , en négligeant , c’eft-à-dire , que 

le ngne de y ne changera pas par cette fuppofi- 
tion. Il eft évident que fi dans la valeur de K =s 

Ion met « à la place de y, R 

I j> xy * 

deviendra négatif, enfiippofantArpofitif (ou=/); 
■mais R deviendra politit , en fuppofant x négatif ; 
donc au point auquel a; = o , il y aura ut> 
point d’inflexion ou un point de rebrouflèment, 
' Pour favoir lequel dés deux a lieu, examinons la 

quantité mais y ï= — négatif, 

'en fuppofantA: pofitif, & pofitif en fuppofant .r né- 
gatif C”) ; donc au point correfpondant à x = o , il 
y aura un point d’inflexion , & non un point de 
rebrouflement. 

Quant àce qui regarde le point auquel x — — 

'{î on fubûitue — a /au lieu de at, l’équation 
de la courbe donne y* = «’ — a* + 3a^/(en 
négligeant les puifÊnces ultérieures de /à caulè 

die /inÉniment petite )= 3 a^/, ouy==y^(ja^/); 

donc dans ce cas R = — , en né- 

gligeant dans le dénominateur Le terme qui con* 


(*) On n’a pas égard i dx qu’on regarde comme ne diao- 
gcanc pas delîgoe , ou qii'on regarde comme ayant le (Igns -f-. 
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tiendroit /*. Le numérateur confervera toujours 
le meme figne , quelle que folt la valeur de v, mais 
le dénominateur deviendra politif, en fiippofant 
f négative ; donc au point qui répond à x— — a , 
il y aura un point û’inflcxion ou un point de 
rebroufl'ement ; mais dans ce cas on a ^ =3 

Z a* d X q ta* 

f , OU — = , î 

V } J*/ X* ) y/ I ad f 

il eft évident que q fera pofitif , en fiûfant / polîtive,' 
& négatif, en fuppolant / négative; c’eu-à-dire, 
qu’en augmentant x d’une quantité fort petite. 
Ton aura pour la valeur de q une quantité pofr 
tive , tandis qu’on aura pour le point que nous 
appellerons m , correfpondant a x augmenté 
d’une^ petite quantité négative , une valeur néga- 
tive de qi donc il y aura au point correlponuant 
à. X— — fl , un point d’inflexion, & non un point 
de rebroulïèment. 


138. Problème. Trouver fi dans la courbe dijlgnèt 
par y = a — 'x 7 il y a un point d'injlcxion ou d* 
rebroujement. De l’équation de la courbe, je tiré 

dy = X . d X fd dy = . d X * ^ en 

fuppofant dx confiant; donc = dx^ -\-dy* 

t=dx^. ( I .-+-5. , & dxddy =^\. x t. dx^i 


donc R 


— d s* 
dxddy 





$ X * 


• X 


Multipliant la quantité 


(bus le Ggne \ par Af^j&divifantli^s du fîgn® 
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» i 

par (ç.x'^f =2 jx 0, 1 on aura 


_ f. (p.3c?-+-4)*^' 


■ - H 

6 

Si l’on fuppofe cette quantité =0, l’on aura 
x=o,ôi fuppofant x pofitif & fi petit qu’on vou- 
dra, le rayon K devient négatif, mais R devient pofi- 
tif en fuppofant x négatif: ce qu’il eft aifé de voirj 
car en fuppofant x infiniment petit, l’on a dans ce cas 

— -~Vf4) . Qj, quantité x 

6 ^ 


cft pofitive,fi X eft pofitif, & négatif, fi eft négatif; 
donc au pointde la branche auquel x—o, il y aura 
un point d’inflexion ou un point de rebroulîement. 

Pour favoir lequel des deux a lieu , je cherche 

4 , qui dans ce cas devient q = 

* ^.ix — ^ Cette quantité eft toujours 

négative , que x foit pofitif ou négatif & fi petit 
que l’on voudra ; donc au point correfpondant à 
X O y il y aura un point de rebrouflèment & 
non un point d’inflexion ; & parce que de part & 
d’autre de ce point ,4 eft négatif , les branches feront 
convexes vers le bas , & la pointe fera tournée , 
comme on le voit dans la fig. 122, le point D 
étant éloigné de l’axe des x de la quantité A D 
^ a ; car au point A , auquel x = O , l’on zy — a. 

Si l’on fuppofe R = 00 , Ion a 6 = O, ce qui 
étant abfurde > cette fuppofition ne peut avoir 

(*) Car le cuTse ie p eft 7 z 5 , dont la racine eft = Z7 » 
k cube de cft = X f = x*, dont la racine =x. 
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•lieu. Et de même fi en fuppofant R = o l’on 
trouvoit Une équation abfurde , l’on n’auroit nî 
point d’inflexion ni point de rebrouflement. 

Par exemple , fi l’on avoit y =s: , n étant un 

nombre entier pair & pofitif > 2 , l’on auroit dy 
ï= P. j:*"'. dx, ddy = [n. (n — I 1 d x'- ^ 

dx^ dy'- —ds^ — d x'^, ( I 
’dxddy =[ — n.{n — l) . x'‘~’-'\ d i donc 


— V^( I -4- nn 


■a), 


, . . ^ — -. Si l’on fait R = o- 

l’on aura i x'-''~'- = o, x'-’‘~*=x — i, 

quantité ima- 
ginaire qui fait voir qu’on ne peut fuppofer R = 0 . 

Si on fuppofe R = oo , l’on a «. ( « — 1 ). x"~‘ 
:=o , ou4T=o, ce qui femble promettre unpoint 
d’inflexion ou de rebroulTement C). En fubftituant 
0-4-/ =/ au lieu de x , le raj^on R fera négatif , 
qu’on prenne / négative ou politive; donc dans ce 
cas il n’y a ni point d’inflexion ni point de rebroulTe- 
ment. Mais en fuppofant que n eft un nombre impair 
entier >» i , R fera négatif, fi/ eft pofitive , & pofi- 
tif, fi / eft négative. Il y aura donc alors un point 
d’inflexion ou un point de rebroulTement corref* 

pondant a x = o ; mais g = 


(*) Sin = i, l’on aura *•“* = = r, & dans ce 

cas le dénominateur ne peut pas être liippolé = o , & de 
plus R fera toujours négatif , quel que loit a: pofitif ou né- 
gatif j donc dans ce cas la courbe a par - tout fa convexité 
'tournée vers le bas ou vers fes abfcilTes. Si on fuppofe que n 
eft = — 4, dans ce cas au point correlpondant i x = <y, 
l’on aura R t=o, avec un point de rebrpuflêment formé par 
deux branches afymptotiques de la courbe qui ont pour tangente 
commune l'ordonnée infinie correfpondante à x=o jmaisil ne 
s’agit pas ici des points des courbes confiderées dans un clpace 
infini. On ne faumit fuppofer n=i, parce que l’équadonj^sa^ 
feroit alors à la ligne oroitc. Q j 
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devient négatif, en fuppofant at =-+-/■, & pofitif, 
en iuppoiant x = — / ; car dans ce cas /z — 2 cft 
un nombre impair èi 2 n — 2 un nombre pair; 
donc au point corrclponaant à a = 0, il y a dans 
ce cas un point d’inflexion. 

Les points (inguliers dont nous venons de 
parler , ne font pas les feuls que les Géomé- 
t.cs çonfiderent dans les courbes. On peut s’oc* 
cuper encore des points qu’on appelle cîu.fl^xioa 
Hmifi L. Par-exemple fi (fig. 124) la courbe A'a 
a un point û’inflexion en m & un autre en M de 
inaniere qu’elle ferpente en devenant en m. de con- 
cave convexe, & en M de convexe concave vers 
l’cxc AB , fi Ls points M, o , M font fuppofés 
intiniiTient proches, & en ligne droite ( fig. I2y), 
alors la courbe paroîtra par -tout concave , & le 
point ü’inflexion en m fera invifible , les arcs in- 
finiment petits OTo, Mfl ( fig. 124 ) tomberont 
J’un & l’autre fur la ligne /721M, & au lieu de la 
-courbe A /« o M , l’on aura la courbe A i m qui 
n’aura aucun point (Pinjl:xion vijiblt , & dans la- 
quelle la petite ligne wiM, qui ( fig. ) de- 
vient /««M, pourra être regardée. comme une 
ligne c roite. L’on appelle cès fortes de points 
d’inflexion invilible dei poiiris df j'erptntvr.ent ; & 
toutes les courbes défi^nées par l’équation y = at", 
.n étant un nombre pair plus grand que 2, auront 
un point de ferpentement correfpondant à l’abfcifle 
* =0. De meme . la courbe de l’équation b = 
( a X )*aun point de ferpentement correfpondant 
au point défigné par x = — a. 

135;'. Problème. Trouver Us points deferptnfement 
d'une courbe algébrique donc Us ordonnées font parai lïUs 
& pzrptndtcu' aires aux abfcifes. On pourra cher- 
cher les points auxquels le rayon ofculateur 
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Reft = 0,ou=»oo; fîà quelqu’un de ceS 
points, ainfi trouves, il n’y a ni point d’inflexion 
ni point de rembrouflement (*), c’eft - à - dire 
fi les rayons R correfpondans aux points voifins 
Ctués l’un d* un côté , l’autre de l’autre des points 
ainfi trouvés font de meme figne, l’on aura un 
point de ferpentement pour chaque point auquel 
cel.: arrivera. Ain fi pour les courbes dont l’équation 
eft y =: a:", n étant un nombre pair pofitif > 2 • 
l’on aura un point de ferpentement correfpon- 
dant au point auquel x = o. 

. 140. KEMARQUE.Si onfuppofe=^, la valeur 
de l’abfcilTexcorrefpondante à R =0, ou à R ==» , 
& qu’en fubftituant ^-t-/au lieu de x l’on trouve 
le rayon R imaginaire , c’eft une marque que la 
branche fe termine au point correfpondant à 
x = b', c’eft la même chofe, fi le rayon R cor* 
refpondant à / négative , eft imaginaire ; c’eft- 
à-dire, que la branche n’exifte que du côté cor- 
refpondant au rayon R réel , & alors il y a un point 
de rebrouflement qui eft formé par le concours de 
deux branches qui fe terminent au même point , 
& dont nous parlerons bientôt. 

Si l’on cherche le rayon ofculateur correfpondant 
au point B de la cycloïde A wB ( fig. 126 ) ,.on 
trouvera ce rayon = o. Mais fi le cercle généra- 
teur , après avoir décrit la cycloïde A w B , con- 
tinue de tourner, il décrira une autre cycloïde 
B C ^ & ainfi de fuite , & toutes ces cycloïdes. 
pourront fe continuer tant du côté du point A 
que du côté du point de forte qu’elles ne for- 


_ ^*) On fuppofe que x Sc y font des quantités finies ou o ; 
& il n’eft pas queiüon de la figure de U courbe à une diHancei 
infinie. 


Q4 
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meront qu’une feule & même courbe compofée 
d’une infinité d’arcs cycloïdaux , tels que A to B , 
BC^, &c. Les arcs Âw B , BC^, en fe joignant 
au point B , formeront évidèmment un point de 
rebrouflêment de la première efpéce ; mais il ne 
s’agh idque des points de rebrouflêment descou^ 
bes algébriques. On peut remarquer qu’en prenant 
P M troifiéme proportionnelle aux ordon' ées P m 
de la cycloïde & à la ligne Ka == a , l’on aura 
une courbe compofée a’une infinité d’arcs tels que 
N M /7 , & chacun de ces arcs aura deux branches 
afymptotiques ; mîais tous ces arcs appartiendront 
à une feule & même courbe. 

En général la courbe confidérée au point auquel 
Rï=o, ouR = 00 aura dans ce point une 
courbure égale à celle du fommet d’une parabole 
differente de la parabole vulgaire, & ce fera toujours 
un point fingulier. Au refte l’on peut confulter ce 
que nous avons dit fur cette matière dans la pre- 
mière Partie de cet Ouvrage. On y verra com- 
ment on détermine la multiplicité du point d’in- 
flexion, foit vifible, foit invifible [voyez Courbes 
Algébriques n®, 63 ] C), 


(*) Si une certaine valeur de x ou âey donnoit R 
on fiibftituetoic cette vHeur dans Téquaiion de la courbe , & 
l’on vertott fi par cette valeur de x on trouve^ réel ou réci- 
proquement, ou bien fi ces valeurs de* & de^ rendent l’équa- 
tion de la courbe = o , en fuppofant tous Içs termes 
d'un lèul côté. Suppofons que cette valeur foit = i , & 
qu’en faifant * l’on trouve y imaginaire , quelle que 

foit / pofitive ou négative , dahs ce cas on a un point conjugué 
détaché du refte de la courbe , pourvu que l’ordonnée cor- 
refpondante à * = i foit réelle. C’eft ce que l’on peut voie 
dans la courbe dont l’équation eftjy* -+- *^ = ^xy — t , 
qui a un point conj'ugué correlpondantà *s=si Stàj';=3ij0Q 
R parlé çi-defli» de cette courbe. 
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141. Maispaflons aux points cfinflexion & de re^ 
brouffement dans les courbes dont les ordour» 
nees partent dun point. Pour cela, rappelions- 
nous que dans ces courbes Ton a C 105 ) R =» 

j'd 


dx> -i-d X dj'* -j-jf fij' d J X ~y dx d * 

f = d X. d dj' d d X ‘—y dx d d^ 

^ds^ 


& C13X) 

. Comme 


défigne un petit arc décrit d’un rayon varia*’ 
blejK, lequel arc eft la mefure d’un angle, fi l’on 
veut avoir l’arc qui foit la mefure de cet angle, 
en fuppofartt que le rayon fait = i, l’on feraj^î 
dx I ; dç, d’où l’on tire y d^ 3= dx. Subfti* 
tuant cette valeur ded* dans R & ^, fe rap- 
pellant que di = 1/" ( dy^ d ) , faifânt 
attention que ddx = dyd^-\-vdd{ =:dyd[ 
enfuppofant d i confiant; &réduifant , ilvientR=s 




zdy* di y^di* — yd^ddy * ^ 

zjiy'di -^y*d — yd^ddy 

dy^-^y''df^ 

Si l’on a une courbe C ï ( fig. 127 ) , dans la* 
quelle on falTe le rayon C A = <1 eft à la cir- 
conférence A PD = c , comme le rayon C i =y eft 
à l’abfcilTe circula re AP =1, ou a : c ::_y; r , oua^ 
b= cy, l’on aura l’équation de La fpirale d’Arcnimede. 

Si l’on fait a = I , -i =, i , & ^ : i:; y: 

ouy = b {", l’on aura une infinité de fpirales. Si a 
ije défignoit point l’unité & que l’on eût a'' : c'":; 

/: x", ouy’’= — ^ x'", ou en faifant — ^ 
‘ r 

B=3 B , & ^ l’on auroit y = yxd'. Si l’Ott 
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feifoit a: 1 : : x: l’on auroit *• = a & fubfti- 

ruant cette valeur de x au lieu de x dans l’équation 

y =sz x'", la courbe feroit rapportée a un 

cercle dont le rayon feroit = i. Dans l’équatiofl 
jr z= l> i” f I eîi la quantité qui repréfente x, & 
c’eft de cette quantité qu’il faut dans ce cas entendre 
ce que nous avons dit( 136). 

142. Problème. Trouver les points d’inflexion 
& de rtbrouflemtnt des fpiraUs repréJ'enUcs par L’équa- 
tion y = b ti" 3 étant un arc de cercle’ décrit d’un 
rayon= I. L’on aura dy=.nb d[\ & fuppo- 
fant d[ confiant, ddy=n.(^n — i).^ 
donc dy’- y^d:(^ =. d^ (n ‘ è 




d[^ ( 




— -X V ^ 

en fubfiituant y* au lieu de b^ y ; donc 

* ■ i yî d. 7^ T 

( y — — • 

L’on a auflî 2 dy ^ d{ -+- y'- di^ — ■ y d^ddy^s 
an^b^l^"-^ d[i ^ (n^ — n) byi”~^ d -H 
y* > qui , àcaufe dey ~ b i” , peut fe changer 

en — (n‘ — n ) hy dr;} 

. î • . , ^ 

s= -H /I -H ?*) ~ — î <îonc R = 

V r * 

yjL— = 

9 • if* 

^ue de l’équation y = £ j", l’on tire — — — ^ 


Digitized by Google 


Calcul d iFFéRK ntiel. 


2J1 


s=^:J" *. L’on a auflî q = 


d'^.[n^ f*) 


• Si on fiippo^que n eft un nombre pofitlf, on 
voit qu:>^ fera toujours pofitif; dore les (piraleJ 
comprlfes dans l’équation y = b n’ont dans ce 
■ car aucun point u’i iflaxlon , mais elles font tou- 
jours concaves ver; leur foyer. Si on fuppofe n = i, 
comme dans la fpirale d’Arcbimcde , l’on a R=a 

t>\/ ( I -4“'^ f . ' /• * 

. quantité tcujours poiitive ( ) & 

. 

qui ne peut être fuppofée = o , ou == oo . 

Car dans le premier cas on auroit ? -f- l— O, 
= — I; 'dan.*: le fécond 

cas on auroit 7 = ± j/" — 2 , c’eft-à*dire , que ç 
. feroit iraae;lnaire ; donc cette fpirale ne peut avoir 
ni point û'inflexion ni point de rebrouuement. Si 
J’on fait ^ = O , ce qui indique le pôle de la fpi- 
rale d’Archimede , l’on a R = 

1 » 

c’eft - à- dire, que la courbure au pôle de cette 
fpirale eft la meme que celle d’un cercle dont le 
rayon feroit = *. 

Si on fjppofe { infini , c’eft à-dire, fîl’on fup- * 

pofe que la courbe ait fait une infinité de révo- 
* ' 

^ jutions autour du pôle , l’on a R = -~ = 

1 ^ 

— î-, d’où l’on tire i : i :: r: R; c’eft - à - dire J 

1 ' 

'qu’alors le rayon ofculateur devient infini , & 
la courbure de la courbe infiniment petite, & la 
même que celle d’un cercle dont le rayon iiêroic 


a 

Le figoe radical fe prend toujours ici arec le ligne • 
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une ligne quatrième proportionnelle à runité,à 5 
& à de même dans la parabole ordinaire dont 


f ^ ' 

le rayon de la courbure eft Ci 04) = ■ ~ 


1= , lorfque ^ = 00 , la courbure eft infini- 

a a 

ment petite , lorfque le rayon eft infiniment grand ; 
mais cependant cette courbure eft circulaire. On 
(jiftingue ces fortes de points , en ce qu’en fuppo- 
lant, foit l’abfçifle x, foit l’ordonnée y, comme 
on voudra , dans le cas de la parabole , ou 
dans le cas de la fpirale d’Archimede, augmentée 
ou diminuée d’une petite quantité -±: /, le rayon 
olculateur refte infini dans les deux cas , ce qui 
n’arrive pas lorfqu’il s’agit d’un point d’inflexion 
ou de rebrouflement, lorfque l’abfcifle (courbe 
ou droite) & l’ordonnée font toutes les deux finies, 
ou qu’au moins Tune des deux eft finiç ou = O. 
Mais il ne s’agit pas ici des points correfpondans à 
des co-ordonnées infinies. 

Si n étant pofitive eft plus grande ou plus pe- 
tite que I , K fera toujours = O , ou = 00 , 
lorfque { fera=o, ou lorfque y==^ ferarrïOC”), 
c’eft à-dire au pôle. Si l’on fuppofe { négative , ou 
fera une quantité négative ou pofitive; dans 
Je dernier cas la fpirale pafle par le pôle à la ma- ^ 
niere d’un arc continu. 

Telles font toutes les fpirales défignées par 
les équations y = b , y = ^ y = brj, 

&c. Dans le fécond cas il y a un point de re- 
broullèment au pôle ; cela arrive dans toutes les 


(*) Car fin — i =z — m , l’on a b = h 

es: 00 , en fiippoiknt { = o & m un nombre pofitif entier ou - 
fra éUonnaire. 
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fpiralesj^ =: b y = y ^ b^ &c. Si ^ 
étant négatif, devient imaginaire , comme ft 
Ion avoity = ^ , ce qui donne ~ • 

— I J 

== î ^ ^ , en fuppofant ^ négatif; dans ce 

cas Reft imaginaire àcaufedeV ^ — \ imaginaire, & 
les fpirales n’ont aucun point correfpondant aux ^ né- 

i ^ f 

gatives.Telles font les fpirale^=^{ y=b[ ■=b 

&c. ; car en fuppcjfant { négatif & n = i , l’on 

aura y — -iz^V — l*> quantité imaginaire. 

Si n eft un nombre négatif, dans ce cas il peut 

y avoir un point d’inflexion. En effet l’on a alors 

dx. [n ^ — „ • r n r 

q = ^ . Cette quantité eft poix- 

tive , C (/2* -f- > /Z , & négative 

Mais I croiflant continuellement , fi au commen- 
cement (/ï*-+-^^X/j,ily aura un point auquel 
(nn •+• xO Pour que nn xx puiflè 

être plus petit que n , il faut que n foit tradion- 
naire ; donc dans ce cas cette partie de la fpirale qui 
répond à(«^-H{îX”5 convexe vers le pôle , 
le reftede la fpirale étant concave vers le meme pôle. 
Si n eft négative , l’équation y —b devient 

y — ~ 3 ou =■ Si on fuppofe = o , 

l’on a y = 00 ; au contraire pour quey devienne 
infiniment petit , il faut que x devienne infinie ; 
donc dans ce cas la fpirale ne peut atteindre le pôle 
qu après avoir tait une infinité de révolutions ( *). 
143. Parlons maintenant des points de rebroufi- 


(•) La fig. 1x8 peut donner une idée des fpirales qui patient 
par le pôle C en forme d’arc contiau. Si l’on a = 1* f 
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iement qui font formés par deuE branches DM, 
D m ( bg. 130 & 131), qui quoi qu’appartenantes 
à une meme courte, font cepenoant oelignéts par 
ides équations ditiéremes. Lorfque les branches 
fe tournent leurs convexités , elles forn;ent un 
foint de tebroujjement Jimple ou de lu première ejpécei 
mais le point de rebroujjen.ern eji de la fécondé ejpice , 
fi l’une des branches tourne fa convexité vers la 
concavité de l’autre, comme il arrive ( fig. 131 ). 
Les branches M D, font terminées au point!) 
de rebrouflèment ; donc les or<lonnées qui répon* 
dent à des aLfcilTes, prifes en deçà, doivent ctre 
imaginaires. Au contraire dans la fig. 132 les 
ordonnées correfpondantes aux x^Kp)^ îituées 


AP étant = -f-ç&Ar = — t, l'on prendra Cm — y 
= i X — '•{*= — i q* ilir le prolongement du rayon j C. La 
figure iij pci!t repiéientcr ks ipirales des équations^ = ^ 
y=z/> 3^, itc. Si l'on fait P =r- A ' & /; = i , l’on aura 3* 
s= ( — 3 )* = J* & Cru — C .. La fig. i i8. B peu re- 
prélcntcr celles qui n’ort aucut.c ordonnée correfpondanre 
aux f négatives. Si on prenait radical p.iiravecle fignc + , & 

a u’on ait y , ou j= + I V^î’ , àcliaque abfciflVAP^ 

répondra deux ordonnées , l’one pr fij’e C i , l’aut e néga- 
tive Co , la courbe aura au pôle C un p^ ii t lingulier dont 
il fera facile ce connoitre la narne, en laifai t attention à 
la figure, & à la fit' ation ces arcs qii le foimcnt; & les 
tranches feront concaves vers le pôle , paifq'.ic ch ique p me i 
& 0 de la courbe fera fné entre le pôle C & la tu/; ente 
correlpondante, menée par un autre point infiniment proche 
i ou de n. 

Mais dans ce cas les fpirales ont deux branches ( défi- 
gnées par deux équations dihéientes ) qui font toutes les 
deux terminées au pôle, & en ne conficérart qu’une feule 
branche , ces courbes font terminées au pôle ; or dans le 

J >roblême , on ne confidere qu’une feule branche. Si n ■= -f, 
’on aura y — i = i, & pour ce ras , en fippoûnt f né- 
gatif, î • “ ' fera “■ » quantité imagmaire. 
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au-delà de A, feront imaginaires. Les rebroulle- 
mens fimples fe trouveront toujours, en cherchant 
les X que- donneront les R = o , ou = oo . Car 
il eft aifé de voir que fi la fig. 112 etoit fituée 
comme la fig. 132, à chaque abfcifle AP il ré- 
pondroit une double ordonnée PM, P/7/ ; de 
forte que l’équation qui auparavant (fig. 112) 
défignoit la dourbe /// D M ; de maniéré que y 
étoit une fonâion de at, qui ne renfermoit aucun 
radical pair , en renfermera nécefllairement, lorC* 
que cette courbe étant rapportée à l’axe DP, 
aura la fituation de la fig. 152 ou de la fig. 130. 
En effet fuppofons que l’équation de la courbe de 
la fig. 1 12 loitj '5 =3<îA;‘=a;Sen fuppofant a— i , 

Kpn aura.y = yx^-, mais en changeant y en at. 
Ton a y‘- = , y = -±: j/'.v’ ; dônc à chaque 

abfciffe AP ou DP (fig. 130), il répond deux 
ordonnées, l’une pofitive PM, l’autre négative P /t/j 
& en fuppofant que les DP font pofitifs , l’on 
aura lesl)/» = — x , & lesy correfpondans àD/» 
feront y = x^, quantité imaginaire, 

qui fait voir que les branches de la courbe font 
terminées en D, Mais que la courbe ioit fituée, 
corn me elle l’eft (fig. 1 12}, ou comme dans la fig. 130, 
le rayon ofculatcur correfpondant au point de re- 
brouffement D, fe trouvera, en fuppofant R=o, 
ou R = 00, Suppofons que i foit la valeur de x 
trouvée par l’une de ées fuppofitlons, on exami-^ 
nera fi en fubftltuant -H/au lieu de x, les R de-' 
viennent imaginaires, lorfque/efl: pofitive, fans le 
devenir lorf(|ue/eft négative ou réciproquement, 
dans ce cas l’on eft fur d’un point de rebrouffement. 
Suppofons que / négative rende R imaginaire dans 
les deux branches défignées par le double figne rb 
du radical pair, on examinera fi en fuppofant / 
pofitive, les rayons R correfporitlans aux dcu;ç 
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branches font l’un pofitif, l’autre négatif; dans ce 
cas les rebroulTemens feront de la première efeéce. 
Mois fi les R étoient alors tous les deux pofitifs, 
l’on auroit ün rebrouflement de la fécondé efpéce, 
dont les branches auroient la fituation défignee par 
. la fig. 1 31 . Si les R étoient tous les deux négatifs, 
les branches feroient fituces comme dans la fig, 155. 
Si on trouvoit le rayon R négatif pour une des 
branches, & pofitif pour l’autre, ce feroit une mar- 
que que les branches s’uniroient enfemble en D 
fous la forme d’un arc continu ( fig. 154). 

A l’égard des fpiralcs qui ont un point de re- 
brouflement de la première efpéce au pôle C 
C fig. 125)), nous en avons déjà parlé fuffirarament. 

144 . Problème. Trouver fi la courbe del'équatio^ 
a y’' = ou ( en faifanl a =■ I ) « 

un, point de rebroulJcnicnt de la première efpéce. Je 
cherche la valeur de y en x , & ] àiy = j 

donc dy =±7.^:'“' dXf' dy^ — dx^.x'^~*- 

xdx\ ddy=:i±:\dx\x^ 

dsi — dx^ a I -^\xf —dx\ ^ y 

= ^ dxi C 4 4 - 9 ^) ’> — dxddy = 

, d I _ f 

donc R = — r- — — — = .4- - y X. (4- + Qx)^. 

— a xd dy ^ 

Si l’on fuppofe jf = o , l’on a R = o pour les 
deux branches défignées par le double figne 
fi l’on fuppofe X pofitU , R fera négatif pour la 
branche^ = -4 - a.’ , & pofitif pour la branche 
y = — y" xi; donc la première a fa concavité 
tournée vers le haut, & la fécondé a fiî conca- 
vité tournée vers le bas. Si on fuppofe rabfcifle x 

négative , 
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négative , le fadeur V x devient imaginaire ; donc 
à X négatif il ne répond aucune branche ni aucun 
rayon ofculateùr. Lafig. 130 repréfente la courbe 
de l’équation ayyx:^^ donc la courbe propofée 

a un point de rtbi^irement de la première elpéce. 
Pour avoir le^yon ofciilateur au point D 
(fig. 131 & 133) diiprebrouflement de la fécondé 
efpéce, on cherchera par l’équation de la courbe 
la valeur de en *• , & cette valeur renfermera 
néceflairement un radical pair avec le double li- 
gne dr* La quantité renfermée fous le figne de- 
viendra = O au point D ; la valeur de K fera la 
même à ce point, & les lignes de R feront les 
mêmes au points M , m des deux branches, en 
prenant ces points fort proches de D , c’eft à-dire, en 
ajoutant une petite quantité / à rabfcifle correC 
pondante au point D , pourvu que / poli tive feule- 
ment ou/ négative feulement , rende P imaginaire, 
La réfolution du problème fuivant fuffira pour 
faire comprendre comment on peut s’y prendre 
pour trouver ces fortes de rebroulTemens, lorfque 
les ordonnées font perpendiculaires aux abfcilTes, 
14.5'. Problème. Trouver Ji la courbe de î 'jua- 

lion ^ = Æ J ouy=^a x* 

a un point de rebroujjtmtnt de la fécondé efpéce. Je 
cherche le rayon olculateur des deux branches de 

. cette courbe. J’ai d’abord dyr=.2x dx ± 4 ^* dx^ 
ddy = idx'' :t (en fuppofant dx 

conftant), (4 10*’ - 

dsi •= (d x^ -4. dy^ y = dxi ( 1 -4-4X* ± lOx* 

-4“ T 3 — d xddy^id xi (,-^2 ^ )$ 

Tome IIL R 
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R = 

d 

% 1 
( T -H «1 -V* + T 0 -4- -4’ )* 

—d xdiiy 

î * 


Les fignes fupérieurs appartiennent à la branche 
fupéricure de la courbe & les i|fc'ricurs à la bran- 
che inférieure. IVÎaintenant fi^xourbe a un point 
de rcbroufllment de la fecor® efpéce, il doit être 
fitué au point auquel l’on a-+-V^ x^ = — , 

ou auquel x = o. Oi' à ce point l’on a R = 
pour les deux branches; donc chacune de ces bran- 
ches a dans ce point une courbure égale à celle d’un 
cercle dont le rayon feroit = Le ligne — in- 
dique que les branches tournent leur conca- 
vité vers le.haut. Si on fuppolex= — f, la quan- 
tité , devient — , quantité 

1 

imaginaire ; de même x^ devient imaginaire , & 
il ell alfé de voir que le rayon R corrdpondant 
eft alors imaginaire. Si l’on fuppofe jr = -j- /, 
f étant une quantité fort petite, le numérateur 
fera pofitif pour les deux branches , le dénomina- 
teur ^ ant négatit. Il le fera aulîi pour la branche 

t 

inférieure , tant que — 2 -h V- ^^égatif, 

JL L 

ou tant que ly x " fera «< 8- , ouye ’ ou jc •< 

( —r:^; donc la courbe propofee a un point 

de rebrouflement de la fecor.de efpéce. 

La fig. 135 repréfente la courbe propofée ; mais 
on doit faire AD = a. Il peut arriver que les 
branches DM, D m d’une courbe qui a un point 
de rebroulTement de la fécondé efpéce , ayent aufii 
quelque point lingulicr que rontrc>uvcra pour cha- 
cune de ces branches par la méthode ci-deilus. Ln 
général quelle que foit la grandeur du rayon olcu- 
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îateur correfpondant au point D, en cherchant R 
pour les points m & M fort proches de D , & dont 
l’un appartient à une branche , & l’autre à l’autre 
branche de la courbe , on trouvera facilement de 
quel côté ces branches tournent leur convexité & 
refpice du point de rcbrouflemcnt 

Si au lieu de l’équatiOny = a -f- a* + 
l’on avoit eu j = a -|- (,r — c )* :t {x — c 

en faifant x — c = ^, l’on auroit eu y = a -4“î* 
rt 1/" , & parce qu’au point cherché la quantité 

qui eft lous le figne Ht être = o , ort 

auroit x — c = o, a = c ; & il eft aifé de voit 
qu’on ne peut fuppoterj;<;c, autrement y^(x — c)< 
leroit imaginaire. L’on trouveroit de meme que 
la courbe a un point de rebrouflement de la fe-» 
conde forte au point déligné parq = o,'ou x=iCt 

Si les JT & les ^ ctoient raclés enfemble, on chet» 
cheroity en a;, en regardant comme l’inconnue 4 

Remarque. Selon M. le Ma’'quis de l’Hôpital ( ans- 
Ijfe des infiniiuen: petits, n“. lopj, pour avoir ces fortes 
de points^, l’on doit diftcrcncier l’expreflion générale du 
rayon ofc Iateur. Cette dii'tercncc étant égalée à o , JonnS 
dddy. [d x'^ -+- dy^) — 3 dyddj'^ = o ( en faifant àii 
conftant }. Au point cherché, félon l’Auteur dont on vient 
de parler , l’on doit faire cette quantité =0 ou = ôo » 
& regarder le rayon ofcülatcur correfpondant comme un 
mixiniiim ou un nitmmum {*), Mais il eft aifé de voir qitf 
cette méthode , qui doit ordinairement entraîner des calculs 
très pénibles, ne petit faire diftinguer un point de rcbroulTe-* 
ment de la fécondé elpéce d’un point auquel une courbe U 
üp maximum ou un minimum de rayon ofciilateur. De plus und 
courbe peut avoir des rajrtns ofculateurs qui foient des maximi 
ou des minima , fans avoir aucun point de rebioufTemcnt de la 


(*) M. le Hlarquis 
de fa méthode. 


de l’flôpltat fiitf fait jodurte applicatiot» 


Kz 
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fécondé efpdcc, & la méthode de ce grand Géomètre ne pein 
faire diftinguer une courbe qui a un tel point de rebroufleraeril 
de celle qui n'en a pas. 

Remarque II. Si l’on vouloit avoir lès 
points de rebrouflement de la première ou de la 
lieconde efpéce d’une courbe rapportée à fon foyer, 
voici comment on pourroit s’y prendre. Soit , par 

exemple , la courbe fup- 

pofant que i eft un arc de cercle dont le rayon 

= I , on feroit attention qu’à caufede 
^ ne peut être négative ; ainfi fi cette courbe a 
un point de rebrouflement , elle doit l’avoir au 
point correfpondant à^ = 0,ouà_y=a; en 
fécond lieu on chercheroit la valeur générale de R ; 
on examîheroit fi au point dont on vient de parler 
R eft = O, ou = 00 , ou fi R eft une quantité 
finie. On examineroit aufli ce que devient R, en 
faifant f étant une quantité fort petite. 

Si les lignes de R font les mêmes pour les deux 
branches , l’on a un point de rebrouflement de la 
fécondé efpéce, & les deux branches font con- 
caves ou convexes vers le foyer , félon que les 
fignes de R font à la fois pofitits ou négatifs ; fi les 
fignes font différens , & que R =o, ou = oo , l’on 
a un point de rebrouflement de la première efpéce. 

iq.6. Problème. Trouver Ji la courbe dont (équa- 
tion e(l y = a ^ rapportée a un foyer y & ^ 

étant un arc de cercle dont le rayon = l a un point 
di rebroujjement , & de quelle ejpéce U eji. L’on aura 

dy=z±^ ^^di, dy' di% ddy=^ 

11 en fuppofant d^ confiant; fubftituant 

ces valeurs de j', dyy ddy dans la formule cif- 
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defTus R = , ronaR=a 

1 dj'"‘ ii>—^diddjr 

( T- ± * ^ O* 

^ -H aa+ 1 a V ?’ ■+■ ?' ^'V' V î — V * * 

Ton fait I négatif, R deviendra imaginaire; fi fort 
fait { = -H/, / étant fuppofée aiTcz petite pour que 
tous les termes qui font afteâés de ç difparoiflenC 

devant a a , l’on aura R = = a ; ce fera la 

aa 

même chofe , fi on fuppofe { = o; donc la courbe 
propoféea un point de rebrouflcment de la fécondé 
efpéce ; les branches de la courbe tournent leur 
concâvité vers le foyer, & leur courbure au point 
de rebroulTcment eft la même que celle d’un cercla 
dont le rayon feroit == a, 

Pour décrire cette courbe , je décris ( fig^ 155-) 
un cercle AP avec le rayon AC = i ; je prends 
CD==d, tirant enfuite une ligne indéfinie CP^ 
je fais AP={, CM = iz + |/'^î,COT ■=a — 
KîS les points rn & M appartiennent à lacourbe^ 
147. PaOBLiME. Chcrdur Ji la courbe de C équation 

y=.a -±: a un point de rebroujfement de la première 

ou féconde efpéce cm point défîgné par [=.0, la courbe ejl 
rapportée à un foyer :^e(i un arc décrit avec un rayon 
=l.Cherchezles valeurs de y, dy^,ddy, fubftitueZ- 
les aulli bien que la valeur de dy dans la formula 
qui convient à ce cas , en faifant d { confiant, il viendra 

¥ 7 ’ -f- fl a ± Z a a — 3 f ^ » 

Si l’on fait i négative , R devient imaginaire; fi l’oa 

fait {== O , l’on a R = — ^2=:fl,SiIoflfifppol« 

es 
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^ /étant une quantité pofitive très -petite, 
le numérateur & le dénominateur de la valeur de 
R reftent politifs; donc la courbe a un point de 
rcbroullèment de la féconde efpéce, & les deux 
branches de la courbe ont leur concavité tournée 
vers le foyer (*). 

Mais fi l’équation de la courbe étoit y = U,Ia 

a 

fpirnleM Ci (fig. 125?) auroitunpoint derebrouf- 
fement delà première elpéce fituéaupôle C; & foit 
qu’on prenne l’arc 1= AP,ou=A/>, c’eft-à-dire , 
pofitif ou négatif, le rayon fera toujours pofitif. 

JDcs ufagts du Calcul differentid dans l'Algèbre, 

148. Problème. Einer I: hinome a àla puijjfnce m. 
L’on fait qi/en clevanc i -f- a ;iu quarié, au cubi’, &c. le 
premier terme fera toujours =: i. Cela pofe, fuppofons 

{ I -f- x)" = 1 H- A .V -f- E ar' -pC D Ea' &c. 

(•*) , en prenant les Jifivrcmiclles , l’on aura m.{ 

= Adx - 4 - iB.vé,v -h iCx^ d X -i- x> dx -t- 
&c. ou en divifant par a x , m. ( r = A 1 B .v 

-4-3 C a:* -f- 4Da;’éA: (Pj. Cette équation devant avoir 
lieu , quelle que foit la valeur de a , on peut fuppofer a = 
ou , (i l’on vtfut, = O, & dans ce cas tous les termes qui 

(*) Toutes les paraboles, excepté la vulgaire, ayant le 
rayon ofculateur qui répond à leur lommet = o , ou = co 
( 135 ), il paroît que l’on peut ConcltitAque tout p'^iit d’une 
branche de courbe (dans une dpacc mri ) auquel le ravon 
ofculateur cft = o , ou = œ , a une courbure femblabie i 
la courbure au fonimet de quelque parabole différente de la 
vulgaire; mais on fait que toutes les paraboles, excepté la 
vulgaire, ont à leur Ibmmct un peint de rebroufTeinent ou 
un point d’inflexion ( vifible ou invilible )• Si donc on trouve 
que le rayon ofculateur d’une branche de courbe corrcfpondan: 
a un point donné eft = o, ou 00 , & qu’en même temps oa 
ne trouve pour ce peint ni point de rebroufleraent , ni peint 
d’inflexion viiible , ne peut-on pas conclure que c’cl'î un point 
de ferpciitcment ? 

j**) Cette fuppofltion eft poflfible , puifqne les cocfficieDS 
indéterminés , A , B , C , D ,&c.pcuvcn: rcpréicnter des qifaatités 
quelconques. 
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fuiveiit A s’cvanouirtcnt j & en divifant par m , i’on a 
(n-x)“->ou(n-o)”-’=?oui = — ; donc A=7i. 

m m 

DirR'ienciant l’équat’nn P , l’on a m.( m — i ). ( i -+- X 
d ar — 1 B d AT -f- 6 C. X J X -i- I i D d.v &c ; divifant 
par cix , S: fuppofant x = o , l’on am. (m — i j — iB, 

m. m — Il 

. En coiifinuantdc même , l’on trouvera 


iB = 


C = 
D = 


m.{m — 1 ). (m — i) 


m. ( m — I ). (m — i) 


(m — I ). (w — I ). (m — 3 ) 


I. I. ] 


» & ainfî de fuite. 


I ï. 3. 4 

Maintenant fi l’on fait attention que ( a -t- i ) " rs 

y ^ b 

^ H , & qu’on fuppofe — =x , l’on aura ( i -f- at)» 


= (iH )* = i ■+-m — 

« 4 

&c. & I (^ — ^ )" J* 


m. ( m l ) 

: — X “ï -H 

I.Z 


m. ( m — t ) 
I. 2 

a”“ ' 

Si 


/ .#7 ^ 

— ( ^ “f" i )" fjî — 

• 4 

Li tt i m.(w — i) 

— r — h -Scc. b ^ v 

^ 1.2 

JJ Û--J + &c. (‘). 




I. 2 . I 


Si on vouloit avoir la valeur de {^a — b)", on mettroit le 
fijrne — devant tous les termes cie ran^ pair, c’ell-à-dire, 
qu’on feroit le fécond, le quatrième , le'fixicme, &c. termes 
négatifs , parce que b s’y trouve avec un expofint impair } 
or une puiliknee nnpaire d’une quantité négative eft néga- 
tive ,* donc (a — i)- = fl“ — m ba^-* •+. -^-iüLZ-Li J.» 


X a 


— &c. 


1 . 2 


La méthode que 1 on vient de donner pour élever un bi- 
nôme à la puiiïance m , fjppofe que m elt un nombre ra- 


(*') C’eft la formule qu’on a trouvée dans l’Algèbre par un 
calcul bien plus pénible. 

R ^ 
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Connel pofirif ou négatif ^entier ou ftaélionnaire , & il eft 
alors t icüe ée voir que i -t- x )"‘ = w. { i -f- , 

indepenj ! nment de la déinonftration qu'on en a donnée 
ci-e>.flds. En ctfctde ce que la différence de x‘‘ eft ix^~‘dxy 
celle de r* étant 3 v*~' dx, &c. on peut conclure par ana- 
logie que celle de v'cftm. ar”~' dx,'Sc que celle de ( i ’t-a:)" 
/n. ' 1 -h y d X , ni étant un nombre entier ou frac- 
tionn lire pontif ou négatif. 

M lis pour démontrer rigo jreufement que la même chofe a lieu 
en fuppofant que ni eft un nombre quelconque & même fourd . 

tel que V a , mettons dans le binôme a-i-i , x au lieu de a. Cela 
pofé , |e dis que l’on aura (ar -J- i =x’‘-+~ mx^~' b ■+• 


■-» i* 


». (ir — l'.fm — i) 

é-At-“» 


X i* &c. en fippofant même que m eft un nombre Irrationel. 
Suppofons que L défigne le logarithme hyperbolique & que l’on 
ait L. (x-i-b j-oixmL. [x-+-i) = L. {x”-i-ni x"~' b-h- 

» ■ " ^ -t- &c. ). Prenez les différentielles 

de ces logarithmes, en fuppofanç x variable & b confiant, 

m, d X . 

VOUS aurez — (*) =; 




m. (m — i) i* 

r*-* dx -J 






». (m — I ). i* *■ 


IWultipIiant le numérateur mdx par x’* -+> m 5 x -j- &c. 
& le fécond membre par x 5 , ou , ce qui revient au même , 
ôtint les fraflions, il vient m x” d x -4- b x"'" dx -4- 

— i* X-"^ d X- 4 -&C. =m x"» d x-t-m. {m — i) x 

. «(bj— î) 

dx 4- ' - £'x"”*i/x •+• 


(■*') La différentielle d'une quantité logarithmique, félon 
ce qu’on a vu ci-deftus , eft égale i la differendeUe dç cette . 
quantité diviféç par la quantité eUe-mcinç. 
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Scc. C*) - 4 - mhx ni. {m — 

Scc. En rëduifant dans le fécond membre les termes (èmbU* 
Wes en une fomme , l’on a mx"' dx m. mbx"~‘ dx-h 


• { rm I )• d X 

l 


4-&C. quantité identique avec le 


premier membre; donc la fuppofition d’où l’on a déjjuit cette der- 
nière équation eft vraie : car en rétrogradant , l’on peut revenir 

à l’équation (ar -4- J -H ^ b* x“~* 


&c. donc en fubftituant a au lieu de x , l’on aura ( a-4- i )“=:a* 

• • . m. f » — 1 ^ ^ - 

•f- mo a""* H &c. en fuppo- 

fant même que m eft un nombre irrationcl. 


Ufage du Calcul dlffcrtnticl dans la rtchtrcht des 
racines des équations. 

T 49. Soit fiippofëe l’équation x” — Aar*”' -f- Bar"”* 
•— C x'‘~* -I- D X * “♦ — &c. = O (M) , dont les racines foicnr 
f , q, T , s , r , 8cc, de maniéré que p foit la plus petite , q 
celle qui vient après & ainfi de fuite. Suppofons que toutes 
les racines de l’cquation propofee font réelles , Sc regardons- 
les comme inégales , & s ’il y en a d’égales , fuppofons que 
leur différence eft infiniment petite. Par la na:ure des équa- 
rions , la propofée ne peut être = o , à moins que x n’ait 
pour valeur quelques - unes des racines p , q , &c. Suppofons 
en général que x’ — -Ax*”* -f- Bx"~* &c. eft = f; 
& imaginons qu'au lieu de x on fubftitue dans la fonéüon j 
differentes valeurs déterminées à commencer depuis — oo , 
en allant vers les nombres pofitifs (**)> il eft vifible que j 
ne deviendrai O que lorfqu’on fubftituera p, ou 7, onr, &c. 
au lieu de x , & qu’auparavant p acquerera différentes valeurs 
plus grandes ou plus petites que o. En prenant des valeur» 
plus grandes que p Sc plus petites que q , les valeurs de j 


(*) On doit multiplier tout le numérateur du fécond membre 
par X Sc encore de nouveau par b. 

(**) On conliderc ici les quantités négatives comme plus pe- 
tites que 0. 
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(cront pofitivcs oa négatives jufcju’à ce t^u’on fubftitiic q au 
lieu lie ;c , & alors l’on aura j- = o : mais les valeurs de j 
n’ont pu païïer de o à o , à moins que dans cet intervalle f 
n’ait eu pour valeur un rraximum ou un miiumufi.. Ce fera un 
maximum , fi les valeurs de 7 ttoient pofitives , & un mi- 
nimum ( * 1 , fi e'ics ctoient négatives , pendant que x a une 
râleur intcripcciaire entre p ôi q : ce fera la meme chofe dan* 
le pafiage de 9 à r. Mais parce que, comme on l’a dit ci- 
dcilus (Si), .les maxima & les minima fe fiiivent alternativc- 
nicnt, fi f a été un maximum entre p Sc q , elle deviendra 
BD u.inimum entre ç& r, ou réciproquement & ainfi de fuite. 

Donc puifque entre les racines priles deux à deux ^ a pour 
râleur un maximum ou un minimum , le nombre des maxima 
& des nànima qui font dans ^ fera plus petit au moins d’une 
Bnitc que le nombre des racines réelles , & les maxima Sc 
les minima fc fiiivront de maniéré que les premiers feront 
.pofitifs Sc les derniers négatifs ; réciproquement fi la fonc- 
tion ^ a un maximum ou du moins une valtur pofitive , en 
fiipipofant X — f, Sc un minimum ou du moins une valeur 
négative , en faifart x = g, il eft nécefTaire que .r palTant 
ie f en g , i paflTe du pofitif au négatif, & que dans cet 
intervalle 7 devienne = o. Donc il y aura une racine con- 
tenue entre f Sc g. Miis cette conclufion n’a lieu qu’en fup- 
pofant que les maxima Sc les minima deviennent alternative- 
ment pofitifs & négatifs ; car fi ^ a quelque pofitif , 

il peut fe faire que^ pafic du maximum au minimum uilvant, 
fans prifiér par o. 

Au tefte il y aura toujours cnrre deux racines un maxl- 
jr.um ou un minimum , quand même toutes les racines ne 
lcroient point réclics. Mais on ne peut pas conclure qu’entre 
deux maxima ou deux minima quelconques il y ait une racine 
I réelle , à moins qu’une des valeurs de foit pofitive Sc l’autre 
négative. 

Si l’on différencie l’équation ci-dcflî;$ , & qu’on falTe 
s= o , l’on aura d j = 0 = n x’‘~' d x — (n — 1 ) X 
A x‘~^ d X [n — z).B x''~ > d X Szc. , ou en divifant 
par d X , n x’~' — (n — 1). ( n — 

— &c. = 0 (P). Les racines de cette équation donneront 


(*) On prend ici un nombre négatif pour un minimum , 
dans le fens de M. Ëullcr, 
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les maxma & les minima t 5 e ^ , ainfi qu’il fuit «le ce fju’on 
a tlit ci-ikfTus fut les maxima Se les minimu. Donc les ra- 
cines de réquation = o = njv*“‘ — (n — i)X 

A .v"“- &c. dent le nombre cfl = n — i , feront les max'.ma 
ou les minima de j-; & fi les racines de l’équation ^ = o 

font toutes réelles , alors toutes les racines de l’équation - 

dx 

— O fcronc auflî réelles ; car ^ ayant autant de maxima ou 
de minima que n — i .contient d’unités C}, il eft néceftaire 

que l’équation = o un égal nombre de racines 

réelles; donc toutes fes racines font réelles; donc on peut 
établir la régie fuivante. 

iSi toutes les racines de l’équation ^ = o font réelles , 
toutes les racines de ~ o le feront aujjl; d’où il 

fuit réciproquement que JI toutes les racines de l’équation 
= o ne font pas réelles , toutes celles de l'équaiion q’ = o 
ne le feront pas non plus. Mais il peut fe faire que toutes les 
racines de l’équation — ^ = o foient réelles, quoique tou- 
tes celles de l’équation ^ = o foient imaginaires. 

R Est A R QUE- Si l’on a l’équation — A** -q- Bx 

— - C — o & qu’on fafle x = — , elle dex'icndra — ■ 

AB ^ 

— — C = o,ou I — A J — Cyi =o, 

& fi le*s racines x de la première font réelles , celles de 
la fécondé qui font égales à — le feront aufil ; de ma- 




(*) (^n fuppofe que les racines de -^—o font inégales; 

s’il y en a d’égales , il faudra faire les exceptions dont on a 
parlé ci-delTus, 
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niere que cclle>; d’une de ces équations font égales â Tunité 
divifee par celles de l’autre équation , ou que celles de l’une 
font les réciproques de celles de l’autie. Réciproquement de 
l’équation i — -+- B — C^* = o , on peut , en 

fuljftituant — pour ^ , repafler â l’équation — A x* -f- 
&c. = O. 

Si l’on fubllitue — au lieu de x dans la propofée M ci- 

defliis , l’on aura i — -••&C =o j différenciant 
cette équation , . divifant par Sc remettant x au lieu de 

— , ou — au lieu de J , l’on aura , en changeant tous les 
^gnes , l’équation P ci-delTous. 

Différenciant cette équation & celle qui en réfultera , & 
faifant les opérations nécelTaires , l’on aura , en changeant 
les lignes , les équations qu’on voit ici. 

(P J A .V— ‘ — 1 B **-• 4- } C x»-5 — Scc. = O. 

(R) A*—* _ ? ) . Cx— ♦— &c. =o. 

' ' it — i ^ I ). (il— :) 

(S) A X»-» -Ül -^\ Bx»-4q- <r r .l2. c 1 =^ 

' ' n — l ’ (n— I ). (i) — 2 ) 

(V) Ax.-4_i^.Bx--*+4^1=lH^. Cx--*-StC.= ^ 

Et en général en fuppofant que m cft un nombre entier plus 
petit que n , l’on aura , en fublütuant m pour a — i , ou 

■ _ _ Z» 

n— 2 , oan - — 3 &c. l’on aura,dis-je, (Zj Ax“— j-X 

Bx--* H ? "■ ..Cx»-»— &c. = o.Orüeft 

{n — I (n — 2) 

évident , par ce qu’on vient de dire , que fi toutes les racines de 
l’équation f = o font réelles , toutes celles de l’équaûon P le 
feront , toutes celles de l’équation R , de l’équation S , de l’équa- 
tion V, le feront auffi , & *que fi l’équation ^Z) a des racines ima- 
ginaires , la propofée en aura aufli. Si ou fuppofe ;;i = i , l’on 

aura Axx — . B x H -- = o. Si l’on 

H — 1 (a — J ). (» — 2 ) 

réfout cette équation par la métliode ordinaire du lecor.d 
degré , l’on vara aiiémeut que lès racines font imagiuaiiel 
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. . 1. 4B ^ «A.C 

toutes les fois que Ion a — - < ' 

donc en divifant par 4 8c multipliant par ( n — i )^ , Ton 

anra BB > ~ . fi toutes les racines de 

î(»— 2) 

f^quation propofée font réelles j autrement il y aura au moins 
deux racines imaginaires. Si n = 3 , pour qu'il n’y ait point 
de racines imaginaires dans la propofée , il faut qu’on aie 

BB>3ACj 11/1 = 4, l’on doit avoir B B > AC j 


Si /i = < , l’on doit avoir B B > — AC: 8cc. 

1. 3 

Par ce qu’on vient de dire, l’on peut démontrer que fi 
toutes les racines d’une équation x* — Ax‘~' -t- Bat'”* 
&c. = O font réelles , il y aura autant de racines poCtives 
qu’il y a de changeroens de ligne , & autant de racines né- 
gatives qu’il y a de fuccellîon de même figne. Comme nous 
avons parlé de cetre régie dans notre Algèbre, il ne fera pas 
inutile d’en donner ici une démonftration tirée des principes da 
calcul différentiel. 

150. Suppofons que l’équation x* — 

— C x”~* -3- &c. = o ait toutes fes racines réelles & polî- 
tives, fon équation différentielle n x‘~' — (/t— 1). Aar*~* 
H- ( 71 — 1. B — &c. = O , aura auifi toutes lès racines 
réelles & pofitives , comme il fait de ce qu’on a dit ci - delTus 
(149), & les racines de celles-ci feront les limites des racines 
de la propofée ; de manière par exemple que lî les racines 
de celles-ci font lo , 13 , 10, 7 , la propofée aura cinq ra- 
cines , dont une lcra compiile entre 00 & 10 , la Icconde 
entre lo & ij , la troiféme entre 15 & 10 , la q^teiéme 
entre 10 & 7 , la cinquième entre 7 & — 00 . En eriet les 
valeurs de x v^t de — ao julqu’â la plus petite racine qui 
rend la propolëe = o , avant que la valeur de f , dont oa 
a parlé ci-deffus (149), devienne un maximum ou un wt-'ÿ 
nimum , c’eft-à-dire , avant que l’on ait * = 7. Il y aura^ 


(*j Comme on fuppolè les racines inégales , cette fuppofition 

cil polGble ; (î l’on avoir — - = tAll les 

deux lacioes de l’équation A ac* &c. 


o feroient égales. 
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A 

une autre racine entre .v= 7 & r= 10, une autre entre 
X = io&x=i5, une autre entre Jt— 15 &cx — xo , Si 
enfin la cinquième entre a; = lo & .v = oo . 

Si l’on flippofê -V =5 —, la propofée deviendra 1 — A_y 

# 

^By-cy -4- &c. =: O , dont toutes les racines feront 

aufli réelles, mais réciproques ; de maniereque les plus grande» 

I , • • . I 1 

y répondront aux plus petites x , puilquc x ~ — 

Ces chofès fuppofées , en différenciant la propolée jufqu’à 
ce qu’on parvienne à une équation du premier degré , l’on 

I *• ^ 

aura AT . A = o (*) , dont la racine doit encore être 

pofitive ; donc A cft une quantité pofitivc ; donc le coefficient 
du fécond terme fera = — A , comme on l’a fuppofé , 
c’eft-à-dire, que le fécond terme aura le figne — ; donc fi 
le fécond terme avoir le figne ■+■ , toutes les racines (**} de 
la propofée ne feroient pas pofitives. Si l’équaticn propofée 
cft fuppofée fe changer en fa réciproque par la fubftitutioo 

de — au lieu de x, qu’on la différencie , & qii’après l'avoir 

diviféepar àj' l’on remette a; en fubffiruant— au lieu de_y, l’on 

aura A*“~‘ — iBat*“’-+-3Ca:"~’ — &c.=so. Diffé- 
renciant de nouveau jufqu’à ce qu’on foit parvenu à l’équa- 
tion ci-dclTiis 149 ) ou Ax" — . B x"~' -+• 

• ^ î 

&c. = O , qui , en fuppofant m~ t , devient Ax — j- B 

= 0 dont la racine doit être pofitive, puifque toutes celles de la 
■J propofée le font par fuppoficion ; B fe‘ra une quantité po- 
■* àîcive. Donc le troilicme terme de la propofée aura 

(*) Si n = 3 , l’on aura x’ — Ax*-f-Br — C==o, 
jx'dx — lAxdx -)-Bdx = o; divifmt p;u'iéx 3c 
différenciant de nouveau , l’on trouve x — 1 hdx — Of 
ou 3 X — A O , ou X =: -J- 

('*; On les fi'pp^i'*^ léeiies. 
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le fii^ne ■+■ ; done le premier & le fécond termes auront 
des lignes dilTérens ; donc fi ces termes avoient le même 
ligne , il V auroit au moins une racine ndgative corref- 
pondante à la limite indiquée par cette équation, qui fer» 
dittérente de la limite indiquée par l’équation précédente , 
parce qn’ici les racines ont été changées une fois en leurs 
réciproques ; d’où l’on conclut que fi les trois prêtons termes 
de l’équation avoient les mêmes lignes , l’écjiiation auroît 
deux racines néuatives. iSi après avoir change la propofée 
en I — Ay-f- — Cy* -f- &c. r= o on diil'eiencie & 
& qu’on divilè par dy , l’on aura — A -t- z B_y — 3 C y* 
-4- &c. Diiïérenciant cette équation , divifint paridy & 
remettant x, il vient — ■ 3 C.v"~s -f- &c. Di;fé- 

lenciant cette équation Julqu’à ce qu’on parvieuru; à une 


équation du premier degré , l’on trouvera B x 


3 c 

« — i 


O» 


dont la racine eft pofitivc , puifque toutes celles de' la pro- 
pol'ée le font ; donc le quatrième terme aura un cocfiicicnt 
— C , c’elf-à-dire , aura le ligne — ; donc s’il a le ligne 
comme le troifiéme , il y aura une racine négative indiqu'ée, 
par une fuccellion du figne -f- du troifiéme au quatrième 
terme ; & en général autant qu’il y aura de paires des lignes 
pofitif's ou négatifs contigus , l’équation aura autant de ra- 
cines négatives , & il y aura autant de racines pofitives qu’il 
y aura de changemens de lignes d’un terme à l’aure; donc 
il y aura autant de racines pofitives qu’il y aura de varia- 
tions de lignes d’un terme à l’autre. Par exemple 11 le premier 
terme & le fécond ont différens lignes , il y aura au moins 
une racine pofitive ; fi le fécond & le troifiéme ont aulïi di!^ 
férens lignes , il y en aura deux , &c. fi tous les ligner font les 
memes , toutes les racines feront négatives ;• fÿ en géiitnl 
fl toutes les racines a une équation jint réelles , elle aura 
autant de racines poftires qu’il y aura de variations de 
jignss f C"' autant de nega'ives qu’il y aura de ftéccefjlons 
de figne s dans l’équation. Cela n’a point lieu quand il y a 
des racines imaginaires. PalTons maintenant aux limites des 
ratines d’une équation. 

* I i I. P R O E i È M E. Trouver les limites des racines de 


l’équation x* — 
de O l’on écrit j 


i4.vee -+- 14JC — ii o. Si au lieu 
& que l’on difêirencie, l’on aura 


§ 
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= 4^» — i 8 ar-t- 14=0, ou*» — é = o, 

dont les racines font i , i , — 3 ; fi on les fubîHtue dans 
1 équation auffi bien que 00 Sc — 00 au lieu de *, l’on a 


Icquauon auffi bien que 00 Sc — 00 au lieu de *, l’on a 
pour * = «O . , . . . ^ = 00 

X = Z J» — 4 

= * f = — 1 

* = — 3 . . . . j = — iiÿ 

* = — 00, , , .'j = -f-os. 

Si l’on Conçoit (ju’ayant pris l’abfcifTc AP=oo ffïg. 13(5) 
On roene l’orionnce n. P = 00 , qu’à l’abfcHre A/ = 1 
rtfponde l’ordonnée fg = — 4, à l’abfcifle An — i l’or- 
donnée n M = — I , à l’abfcifle A b = — 3 l’ordonnée iD 
= — l’abCciflè Ap = — 00 l’ordonnée p j = 00 ^ 

il eft vifible que l’ordonnée m P = j (*j ne peut devenir de 
pofitive négative, à moins qu’elle ne devienne = o au point B 
ou la courbe coupe l’aie de * ; mais parce que l’ordonnée relie 
toujours négative entre * = i & * = i , elle ne devient 
point = o i donc aucun * compris 'entre i & i ne ren- 
contre la courbe , & il n’y a aucune valeur de x entre i & i 
qui puiiTe rendre l'équation = o , ou , ce qui revient au même, 
qui foit une racine de l’équation. 

De même il n’y a aucune racine poffible coroprifê entre t 
& — 3 J mais parce qu’en fuppofant * = — 00 , l’ordonnée 
correfpundante f = -f- 00 ell pofitive , la courbe doit couper 
l’axe cies * en un autre j>oint C , & les racines réelles de l’équa- 
tion font AB & A C , iituées l’une entre * = 00 & * = i , 
l’autre entre * = — 3 & * = — 00 , les autres racines de 
l’équation étant imaginaires. 

I ji. PROELirME. Trouver les limbes de l'équanon x* — » 
!**-+- 3 * H- 4 = o. On aura , en écrivant f au lieu de o 
& opérant comme dans le problème précédent , on aura , 
dis-je , ^ — 4*-4~3 = 0: cette équation du troifiéme 

degré n’a qu’une feule racine réelle approchée = — 1.3. 


(*) Il faut lûppofèr qu’on a décrit la courbe de la figure 1 3 <! , 
en prenant j poifl l’ordoruiée , faifant x* — i 4** &c. 

s= £•, fit eu donnant fuccelfivement piuficurs valeur:.!*. 

Subilitua'nt 
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SubiHîuant cette valeur <!e x dans la propofée, auffi lie» 
que 00 & — 00 , l’on aura 


pour JC = 00 



î = « 
î = _ 0.3 1 


JC = oo....^"-f-co. 

Donc il y a deux racines polTibles , l'une encre x os 8c 
X = — I. 3 , l’autre entre .v = — t. 3 &; .r = — oo . Ces ra- 
cines font — I & — 4 , quircmient l’cquacion prcpofee= o ; les 
autres font imaginaires. 

Rr M A RQi’E. La courbe de l’cquation x" — A .x"”' &c. 

peut avoir des points multiples auxquels les .v peuvent rencontrer 
la courbe ; dans ce cas l’abfcifTe corrcfpondante eil cenlee 
multiple. Par exemple fi in point triple tombe fur l’ablaffc 
X — 1, alors il y a trois racines dont chacune cü = ,z. 
La racine qui ri pond au pciint auqi eirahfcife touclic Ja courbe 
peut être ooueic , qn u.r p!o , fo ti ple , Si ..infi de 1 . ire , Lion 
la ferle des nombres p jirs i , j , f- , S , f.c. Celk cpai >lr aétermi- 
déc par un poi.jf dans lequel l’abf ilic trccKe & coupc L. courbe , 
eft au moins triple; mais elle peut être qünt'.iple , feptiple. 
Sic. félon la fuite ues nombres impairs 3,5,7» Ür q cand 
il y a des racines égales dans une équation , on pt. t les 
trouver p. U' le- méthodes que nous avons données dans notre 
Algèbre ou par celle ouc nous donnerons dans la fuit :. 

Si la courbe s’approche de la ligne des x de maniéré que 
les points de la courbe paroiifenr le. confondre pendant un 
O rtain intervalle avec l’axe des abfciff.s , il faut taire beau- 
coup d’attention pour ne pas contonerc les ordonnées négaa 
tives avec les pofitives. 


Si l’équation — 

* di 


l’équation f 


pourjt=oo , . 

8 

II 

x = a . . 

f=-A 

x = b . . 


x=c . . 

r=-c 

00 . 


t de 


l’il y 


Sic. 


y a une racme 

réelle , Si 


une autre em-c — oo&a:=:c. Fn général 

Tome lll S 
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Cl nous fuppofons que les racines réelles de l’équation - — 

c=o font reprefentées par x — a,h , c , d, e , f, g, &c. 

on fuppqfe que les quantité sa, b, c , &c. aillent en décroif» 
faut, & qu’alors on ait 

B, C, E, F, G, &c. 

— - -f- — 4- — • -H &c. c’eft-à - dire 


fi en foppofant x — a , ^ devient = *— A , fi en fkifiint 
x~b , I devient -f- C , &c. l’équation f = o aura autant de 
racines réelles qu’il y a de lettres a, b, c, fScc. & une de 
plus. Si une des lettres majufculcs n’a pas le figne écrit au- 
defTous d’elle , elle indiquera deux racines imaginaires ; ainfî 
fi A avoit le figne -f- , entre co & J il y auroit deux racines 
imaeinaircs. Si C avoit le figne -+> il n’y auroit aucune racine 
réelle entre b 6 c c. 

Outre les racines imaginaires ainfi indiquées , l’équation 
J- O aura encore autant de racines imaginaires que l’équa» 

. ^ ^ 

non — = O. 

« X 

Si A avoit le figne •+• & B le figne —, il n’y auroit que ' 
deux racines imaginaires indiquées par ces fignes. En général 
les (ignés contigus pris deux à deux fans qu’aucun figne (bit 
répété deux fois , indiquent deux racines imaginaires s’ils 
font difiérens de ce qu’ils doivent être pour indiquer des 
racines réelles. Ainfi fi les quatre premiers fignes étoient 
H 1- — , ils indiqueroient 4 & non 8 racines imagi- 

naires ; car fi l’équation j a un nombre n de racines , l’équa- 

■ lion — = O aura n — i racines : donc il peut y avoir 

dx 

n— I lettres a ,b ,c , 6 cc\ donc fi chacun des fignes 4- — 4- l 
défignoit deux racines imaginaires , l’équation f pourroit 
avoir x n — i racines imaginaires j ce qui cft faux : car fi 
fl = 7, Z n — X fera = i » ; or une équation du (eptiéme degré 
ne peut avoir ix racines imaginaires. Si x-=b, par exemple, 
rendoit f =s=B = o , alors l’équation f =0 auroit des racines 
égales ; car fi l’équation ^ avoit un tafteur ( x — i)* =0, 
en diflércnciant, l’on auroit n. ( x — b ) d x ^ donc le 


qui auroit autant de raciaes égales qu’il y a d’unitqs dans n — i. 


Digitized by Google 


Calcul différentiel. 27 j; 


Si n = 1 , cette équation auroit une racine indiquée par la 
valeur de x = b, qui rend £■=3 =o. Sin = 3, alois 

l’équation auroit deux racines égales, & l’équation £=:o 

en auroit 3. En général fi l’équation ~ = o a un fac- 
teur (-V — L )'’=o, qui indique un nombre n déracinés— 
l’équation £ = o aura un nombre n-;!- i de racines = L, 
pourvu que .v = L rende j = o. 


173. Théorème. Si les quantités a yh,c,e font fiippo- 
fées les racines toutes inégales d une équation compofte de 
facteurs félon la forme (^x — a ( x — b f.Cx'^cf, 

( X — e)‘ — 0 =i ,onfuppofe quem ,n ,r ^ t font des. 
nombres entiers poftifs, je dis qiien divifant cette équa- 
tion par (x — a (a* — bf~^.{ x — cj~'.{x — , 

le divifeur & le quotient { X — a), {x — b'), (x — c ), 
( X — e ) feront rationels , quand même a ^b , c, e 
feroient irrationels ou imaginaires , on fuppofe que Véqtia~ 
tion donnée ne contient aucun radical. Il eft vifible 
queTcquation donnée eft le produit du divifeur & 
du quotient dont on vient de parler ; donc fi l’un des 
deux eft rationel , l’autre le fera aufli , autrement 
leurproduit ne fauroit être rationel. Si l’on fuppofe 
le premier membre de l’équation donnée={, l’on aura 

= m. (x — <z (x — b)", (x—c)'. (x—e)’ 

-+-n. [x — a)“.{x — by-'.{x — c)^ (jr — e)« 

-i-r. (a: — a)’". (x — b)" (x — c — e)' [*] 

H- t.{x — n )". ( X — i )'■• ( • — c)'. ( X — e)'“ '. 


4 


[*] Cette équation c/l évidente, en diiférenciant & faifint 
varicf feulement le faétçur (x— a)" , enfuite le faitcur ( x—b j", 
& ainii de iuiic. 

Sa 
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Si l’on fuppofe ~ =o,il eft vifible que cette 


équation & la propofée auront ( x — a)”*"* X 
(_r — by~ \ (x — £)'■■'. (x — e)'~’ pour divifeur 
commun, j’appellerai (R) ce divileur. En effet l’équat 


O eft compofc'e de ce divifeur & 


de w.(x — b).(x — (■)• (x — e) 

•+- n. (x — a), (x — c). (x~e) 
r. { — a). ( x — h ). (x — e) 

-i- t. (x — a). ( X — h), {x — c). 

Il n’cfl pas moins évident que le meme divifeurR 
commun aux deux équations eft le divifeur le 
plus compofé (*). Or en faifant attention à la mé- 
thode que nous avons donnée dans notre Algèbre 
pour trouver le plus grand divifeur commun, il eft 
évident que fi deux quantités rationellcs ont un 
divifeur commun, ce divifeur doit être rationelj 


• ^ 
doncpuifque l’équation {=0 & l’équation — = O 


font toutes les deux ratlonclles ; car la différen- 
tielle d’une quantité rationelle ne peut être irru- 
tiontlle, le divifeur propofé fera rationel. 

Corollaire. Si l’on defigne par A le produit 
de tous les fadeurs fimples qui divifent l’équation 
un nombre m de fois , par B le produit de tous 


• 

(*) On l’appelle ordinairement le plus ^rarul divifeur com- 
mun. Aiiili X- fera le divifeur commun le plus compofé des 
ou tuîi Os a , b .rL Mais 11 ~ -j-, fera = , , ^ x fera 
le pi' s çrand divifeur commun, 6: le divifeur le plus coni- 

pr)-' Vl "(i' 'ivs confc.rr'ent enfem.ble le divileur comufmi le 
plus coaipofc avec le plus grand ccrauîun divileur. 
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les facteurs (impies qui la divifent un nombre nd# 
fois, par C leproduit des fadeurs (Impies qulla di- 
vifent un nombre rde fois & par D le produit des fac- 
teurs llmplesquila divifent un nombre /de fois, l’on 
aura A'". B\ C'’. D' — d; donc cette équation (era 
divifîhle par A'""'. B""'. C’’”'. D'~' , & ce di 
vifeur fera rationel , auili bien que le quotient. Si 
/ = 1 , l’on aura D '“*= D°= I , & ledivifeur fera 
A'"-'. B"“‘. 

Remarque. On peut toujours difpofer les 
chofes de maniéré que les expofans m , n , r y t 
aillent en décroifl'ant , de forte que l’on 
n'^ r, r'^ c. 

I74. Théorème. 5 / C, D ayant Us 
mêmes Jîgmfcûtions que dans le corollaire précédent , 
l'on a Céquation A"'. B”. C , D’ = O, chaque 
facteur A y B y C, D fera rationcL On fuppofe ici que 
les expofans w , /z , r , / vont en diminuant , de ma- 
niéré que t tfl le plus petit. Comme A'". B'’. O. D* 
efl: divifible par le divifêur rationel A"*"'. B"”' x 
Qr-i (Je même ce divifeur cft dividble 

par le divifeur rationel A"" 

& celui-ci par A"-’. B'”"’. D'"’, & 

ainfi de fuite jufqu’à ce que l’expofant deD (oit= i, 

& alors l’on aura une quantité de cette forme 
AA C\ D qui fera diviîîblepar A'^"'. B 
& celleci par A^"*. B^~\ & ( en dimi- 

nuant toujours les expofans ) par une quantité de 
cette forme A‘. BAC, qui eft diwfble par 
A‘~‘ B‘‘“‘ , & celle-ci par A‘ “A B*-"^, 8c ainfi ' 
de fuite jufqu’à ce qu’on trouve pour cüviieur une 
quantité de cette forme A' B, qui efl diviltble 
par A.''" A & celle-ci par A*“% & ainfi de faite 
jüfqu’à ce qu’on arrive au divileur A. Donc puif« 

S3 
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qu’en divifantou en multipliant des quantités ra- 
tionelles par des quantités rationelles, les réfultats 
font toujours rationels, A fera rationel, auffi bien 
que A* B ; donc B fera rationel , aulTi bien que 
A‘. B^C; donc C fera rationel, auflî bien que 
A-^. B'f. C\ D ; donc D fera rationel ; donc &c. 

jyf. Remarque. A, B, C , D défignant les 
mêmes cliofes que dans le*théorême , fi l’on a 
l’équation A’. B\ C’-. D = ^ = o. 


P 

, Q 

R 

I 

A' B+C»D 

ABCD 

1 1 

A* B* C 

ABC 

III 

A>B* 

AB 

IV 

A* B 

AB 

V 

A 

A 

VI 

I 

I 


t » • "t 

es équations ® ^ ~ ^ auront pout 

divifeur commun le plus compofé A‘‘ B^ C , comme 
il fuit de ce qu’on a dit ci-defTus (1^3) , & fup- 
pofant A‘^ B’C = O =s ^ & différenciant, l’on 

^ f 

trouvera une autre équation -^=z o, qui aura 

avec la précédente pour divifeur commun le plus 
compofé, l’équation A’ B*, & en continuant de 
différencier & de prendre le divifeur commun le 
plus compofé , on trouvera les divifeurs que re- 
préfente la colonne Q. Si l’on divife l’équation 
propofce par le divifeur qui eft au-deflbus, & 
celui-ci par celui qui le fuit, & ainfi de fuite, & 
qu’on écrive les quotiens vis-à-vis les quantités 
ijivifées, l’on aura la colonne R. Si l’on divife c'ia- 
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cun des quotiens de cette colonne par celui qui 
le fuit. Ton aura la colonne S : on a ajouté 1 aux 
colonnes Q & R. Cela pofé, il eft évident que les 
équations qui font fous S (*) contiennent les équa- 
tions qui font contenues une fois feulement , ou 
deux fois feulement , ou trois fois feulement , &c, 
dans la propofée. Les équations contenues une 
fois feulement font défîgnées par D, qui répond au 
n°. I de la colonne P> C, qui répond au n°. II de 
la colonne P , indique les équations qui font con- 
tenues deux fois feulement danS*la propofée ; B 
indique les équations contenues quatre fois feule- 
ment dans la propofée; & A, qui répond au n°.V, 
de la colonne P, indique les équations contenues 
cinq fois dans la propofée. 

I Problème. Etant donnée une équation 
Tationelle qui contienne quelques racines une fois feu- 
lement ^ d' autres deux fois feulement ^ d'autres trois 
fois feulement, €rc, trouver d'autres équations ratio- . 
nellcs dont la première contienne feulement les racines 
qui fe trouvent une fois dans l'équation donnée^ 
la fécondé celles qui y Jont contenues deux fois feu- 
lement , la troijîéme celles qui y font contenues trois 
fois feulement , & ainfi dé fuite, & cela que les racines 
foicnt rationelles , irrationelles ou imaginaires ( ** ), 

Soit l’équation A” B''C’’D'=o, A,B, C,D 
ayant la^ême lignification que ci-deflus, qu’on 
fàlTe A" B" C'' D' = i-, félon ce qu’on a -dit 


f*)D eft regardé comme une ccjuation; car c’eft unfaéteur 
de l’équation propolee ; donc on a D = o ; il en eft de même 
des autres lettres de la colonne S. 

{**) S’il y a des racines imaginaires , elles doivent être en 
nombre pair; nous fuppofgns que l’équation propofée eft 
xaûouelle. 

S ^ 
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ci-clenûs (173), en faifant ~ =0= /», les équa- 
tions { èc P auront pour divifeur le plus compofâ 
A'"“‘ B“~.‘ C'"" ' D ~‘ , qu’on trouvera par la 
méthode que nousavons enfeisjnéi dans l’Algèbre, 
Si l’on fait maintenant A'”“‘ B’"’ C'^“' D‘“' ={, 

l’on aura, en différenciant — =p ,o\idz=pdx 

• X 

( car A, E , C, D font des tondions de .y) & le 
divifeur le plus compofé des quantités que nous 
venons d’appella*^, ücp fera A"’“^B"“^C''"* D'~% 
^ en continuant de meme, parce qu’on fuppofe 
que les expofans m, n, r, t vont en diminuant, 
on parviendra à D‘~' = D" i , à de 

maniéré qu’à la fin on aura A' = A , ainfi que ci- 
defîus C-fJ))* Pour faire l’application de ce quon 
vient de dire, nous refoudrons le problème fuivant. 

Exemple. Etant donnés l'iquatïon .v" — 2. x’ — 

16 6 47 Y'’-}-q. 8 .v 5 28 Y* ^6x 

I — 2 0 = 0, on dunandi des équations plus firnpUs 
dont l'um contienne feulement celles qui font con~ 
tenues une feule fols dans la propofée , la fécondé 
telles qui font contenues deux jois jeulement , ù ainjz 
de fuite ^ en fuppofant que la propofée contient ef[ec~ 
tivement des équations multiples. Suppofant l’équa- 
tion donnée = { , l’on différenciera & l’on aura , 
en luppofant le multiplicateur de ■==■ p, l’on 
à 7 ^ 

aura, dis-je, — =z p-=szZx '’ — 14 y** — 9 <5 y* 

X •— 3 O T 8 8 r’ -f- 1 44 Y* — ^ 6 x — ^ 6 = 0 . 
Si l’on cherche 1-j divifeur communie plus compofé 
( des équations {Sc p, on trouvera x*-\-2 x^ 

— 4 Y — 2—0, Suppofant maintenant ce di- 

(*) On 1- trouve en s’y prenant comme pour le plus grand 

^iyilwiir çoui^im, 
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vifeur =; ^ , prenant les différentielles & faifant 

^ r 

-— = O , l’on a P — 4 X* -h 6 — 2x 

uX 

— 4 = 0. Ces dernieres équations i ôc p ont 
pour diviieur commun le plus compofé :e -H i ; 
fiiifant AT 4- I = {, l’on aura d\~dx-=. i.dx ^ 

Sic 1 =s Pj qui n’a aucun divlfeur commun 

d X 

avec AT -H I , excepté l’unité. Si l’on écrit ces 
équations par ordre au mil leu de la colonne Q (ly j), 
l’on aura cette fuite d’équations 
Iv* — i.v^ — 16.1C* — 6 .v5H-47x^-H48a;J — i8x*— — »o=o 


llx'^-f-ix* — X*— 4X — i =0 

III. V-+-I . . =0 

IV. 


Si on divife chacfue équation par celle qui la fuit 
& la troiliéme par i , l’on aura , en ajoutant I 
pour répondre au n°. IV, l’on aura, dis -je, des 
équations qui répondent à la colonne K ( lyy ) 


r — 4 X* — 7 X* H- 8 X -f- I O =0 

Ilx^-f-x’ — IX — =0 

Illx-f-i =0 

IV. I . . 


Continuant à divlfer ces quantités par celles qui 
les luivent, l’on aura des quantités qui répondent 
à la colonne S C ijj) 

P La première de ces équations 

Ix — î =0 donne x = y, & renferme une 
II x^ — X = 0 racine qui eft contenue une feule 
IIIx-t-i=o fois dans la propofée , comme il 
dt indiqué par le n°. corrcfpondant de la colonne P, 
L’équation a* — 2 = odonne-Y^ = 2,x= 
c’efi-à-dire , contient deux racines & 2, 

dont chacune eft contenue deux fois dans la pro-. 
poféc, comme l’indique le n°, corrcfpondant de 
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la colonne P. La trolfiéme x i =ss o renferme 
une racine = — i , qui eft contenue trois fois dans 
lapropofée, ainfi que l’indique le n“. correfpon- 
dant de la colonne P , & ce font là toutes les ra- 
cines de l’équation propofée. 

Remarque. Nous avons vu ci-defllis (84)^ 
que ^ étant fuppofé une fonftion de x , lorlque x 
devient x mdx=. x f, la fonftionj' de- 
vient = ^ 4- £^-4, 

dx l.i.dx'^ i.z.^.dx^ 


►1-&C.& qu’à JC — ^/répond^y 
fi di'y 

É /% r’ • i 


1. z.d X* 


I. 5. i -V* 


-+- &c.Si on fuppofeque/foit=jf 


de maniéré que jc devienne jc — at, alors laderniere 
formule devient = y — -L gcc. 

' dx ^ I.dx- 


Parla mémcraifon en faifanti^ confiant, jrfonéHon 
dey deviendrai — &c. lorfquey 

dj^ Z. dj' 

deviendra^ — y. 

lyy. Problème. Trouver les racines approchées 
J’une équation. Soit l’équation i'" -\-ax”~' -H 

Il l’on fubfiitue dans cette 


équation au lieu de iune quantité plus grande ou 
plus petite qu’une des racines , le réfultat ne fera pas 
— o; de forte qu’on aura x” -4- 


g' = y. Si on fubfiitue au lieu de .c une des racines ap- 
prochées que j’appelle p, nous aurons , en confidérant 
la quantité JC comme une fonélion dey, cequieft très- 
permis , puifquey eftune fondion de jt, nous aurons , 


J- • , y d X dy X 

tus-je, dans ce cas, p z=s x .-+•■ 

^ dy 

d* X 

•+; &ç. Car alors y devient à peu près 
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ts=y — y s= O’, &c fl p étoit une racine exaâe de 
l’équation ,y fcroit =0, & alors la fondion x de ^ 

j'dx y y ddx 

deviendroit exactement AT— t-t" 

djf i’dj' 

yî d^ X d‘' X - r - • t 

— 4- &c. on fuppole ici dy^ 

confiant. 

„ . dx dq dr 

dy ^ d_y àjy 

r , 

on aura p = x •— y q-^ — •+• &c. 

Pour faire mieux comprendre l’ufage de cette 
méthode. Soit l’équation — lOx^ — 130:» 
4- Sjo =y, dont une des racines approchées 
eft = J. Mais en fubftituant cette valeur de ^ , 
l’on trouve J' = 7 5", & en différenciant l’on -àdy — 
3.^dx — 20xdx — i^odx , & par confé- 

dx I ddx 

quent ■ = “TT" 


dy I x^ — tox — 130 
lodx — 6 xdx dq 


( 3 — i O x: — 1 3 O )* ’ dy dy’’ 

^ ° ^ ^ =x:r-, 8c par conféquent dr=s 

( 5 — X O X — î 3 o)* 

3.(10 — 6 X y d X C d X ^ 

— 10X-— 130)“» (3>;’ — 1 •■V — 134)** 

dr d ^ X 3'(^° — 6 a:)* 

dy dy ^ (3^‘ — xoAf — i 30)* 

; — 5= t. Subftituant y au 

( 5 -V a: — Z X — I 3 O )♦ 

lieu de a- dans les valeurs de q, r, t, &c, on aura 

I 10 

q = —• , r =z , / =: &c. & 

I J î 3 71 3 87 î 

t y^r 

p = x — yq+, = J- 4 P. I )■» à peu de 

chofe près. 
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De quelques ufages du Calcul différentiel dans 
les ferles. 

lyS. Problème, élever une ferle à une puiffance m, 
Soitlaferic M— ■+•« A+-4-&C.) 
(*}qu’orjveut élever àlapuilîance m, je fais M"" égale 
s laleric N={A— J— Bv— 1-C a.^- 4— x^-4*&c.), 
& j’ai M” î= N. Cette équation a lieu , quelle que 
foit la valeur de .r; donc en luppofant ar = o, 
l’on aura s"'=A.En diliérenciant, il vicnt/K.M'"~’ 

M m d X. {h 2 cx-^'. 5 d' x'^ -tf-/^ex^ 

= d X. \ E-f-aCar-l-^ Da;*-+-4ExJ 

&.C.). Divifant le premier membre de la derniere 

équation par MVjtr,&;lefecondpar N 

CX-+-5 d ,v*-i-4 ? .x J -f- &c. ) 

VOUS trouverez 

a -f- 6 X -t- c X- •+- A. J -t- e .v^ &c. 

^ B-+-i Cx -+-J Dx* -I- 4 Ex’ 

A H- B X -f- C X- -+- E x^^ icTT * 

multiplie le premier membre de cette équation 
par le divifeur du fécond & réciproquement , il 
vient 

iA-f-iBx-+-iCx*-f-iDx’-f-i Ex* &c. 
-f-icAx-t-icBx*-t-icCx> - 4 -icDx* &c. 

- 4 - 3 i/' A X* -J- 3 i/'B x’ -f- 3 d' Cx* &c. 

-J- 4 e A x’ -t -4 e B X* &c. 

•+• 3 /A X* &c. 

^ 4 » B -(-/B x-H f B x‘-|-d' B x*-f.e Bx* &c. 

V H- 1 aCx-f- 1 ^ Cx^-f- Z cC x’ -f- 1 d' Cx* &c. 
y •+- 3 a Dx* - 4 - 3 ^ D x’ - 4 - 3 c D X* &c. 

J • -4-4 d E x’ -4- 4 ^ E.y* &c. 

C - 4 - 5 a E X* &c. 

(*) On met J' po:ir ne pas confondre un coefficient avec U 
inarque de la diiiereEti.lle. 
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La loi de cette équation eft fi évidente , tant 
pour les colonnes horifontales, que pour les ver- 
ticales , qu’il eft inutile de l’expliquer. 

Nous venons de voir que A= Pour déter- 
miner les autres coelHcicns , on fera attention que 
l’équation qu’on vient de trouver ne peut avoif 
lieu pour toutes lec valeurs de x, à moins que le 
multiplicateur d’une pulflance de x dans un des 
membres ncfoit égal au multiplicateur de la mêma 
puifTance prlfe dans l’autre membre. De plus e:i 
fuppofant u; = O, l’on ai A. m = aB; donc B 

m. t A m l a." . v r j a m v 

cs= =s= ■ — — ( a caufe de A — a ) 

a a 

s=z En confidérant tous les termes qui 

multiplient une même puifTance de ur dans chaque 
membre de l’équation comme un feul terme , & 
comparant chaque terme d’un membre avec le 
terme correfpondant de l’autre membre. Ton aura 
autant d’équations qu’il y a de lettres B ,C, D , &c. 
& ces éqiuitions ferviroient à déterminer les coeP 
ficiens B , X , D, &c. L’équation mi A = <2 B 

donne B s= - , l’équation/K^B-l» 2 cA = 


^B 


2a 


J _ (m— i). ^B-t-xwicA ^ 

C donne v-* = — — > 


oa 


trouvera facilement les valeurs de D, E, &c. 

lyp. Si Ton avoit la ferle xa ix^ c 
&c. on diviferoit tous les termes pur x , & Ion 
aurolt a + ix cx^ &c. qu’on pourrolt élever 
à la puiflance rn , comme on vient de l’expliquer: 
mais on mukipUcroit le réfultat A Er-f-Cv^ 
tcc. par x^. Si Ton avoit le polinomc a-^c x’- -4- 
e a. 5, on éleveroit la teric u i v ex’’ 

fiic, à la puiflance m, & Ton Icroit dans ie refuitat 
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4=0, d' = 0 » /=ij A = 0 &c.fi l’onvouloic 
élever la ferle d -h ^ ^ î' V 


1 

à la pullTance m on feroit 5* = x , on fubftitue- 

roit X au lieu de | ‘ , & divifant tous les termes 
par Xf l’on auroit a-^ b x &c. qu’on éle- 

veroit à la pulflance m , en fe fouvenant de mul- 


• m 

tlpller le réfultat parx'" = ç». en faifant fuccef- 
rivementm=i , &c.on aura la racine quarrée, 
la racine cubique, &c. de la ferie M. 

160. Tandis que nous fommes fur cette maticre j 
il ne fera pas inutile de faire remarquer la loi 
que fuivent les termes du produit d’une ferie 
M = ( A-+- B jf + -+-D a;5 &c.) pat 

la ferie N = ( ^ ^ f “h cx^ -^d'x^ +cx* &c. ). 

En faifant la multiplication à l’ordinaire , il vient 


la ferie 

P 


û A-<- fl B.v-f- ûC .V* -f- a D x’ -4- aE &c. 
•q-i Ax-f-i B x^ -f- i C X* -hi D x“* &c. 
-{- c A X* -f- f B X* c D x+ &c. 

•+-d' Ax^^k-d' B x** &c. 

-t- e A x^ &c. 
&c. 


On doit examiner avec attention la loi des 
coefficiens de chaque terme en confidérant toutes 
les quantités où fe trouve une meme puiffance 
de X comme un feul terme. 

Le premier terme de la ferie P eft le produit 
des deux premiers termes des ferles M & N. Mais 
on trouve le coefficient du fécond terme, en 
multipliant le premier terme de la ferie N par le 
coefficient du fécond terme de la ferie M, & le 
coefficient du fécond terme de la ferle N par le 
premier terme de la ferie M , &: ajoutant les pro- 
duits. Le trolficme terme de la ferie P fe trouve 
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en multipliant le premier coefficient de N par le 
troifiéme de M , le fécond par le fécond , & le 
tfoifiéme par le premier; & en général pour avoir 
le coefficient d’un terme quelconque de la ferle P, 
par exemple le fîxiéme, on prendra fix termes 
dans chacune des ferles M & N , fi c’étoit le lêp- 
tiéme, on en prendroit fept, & ainfi de fuite; on 
multipliera le premier de la première par le der- 
nier de l’autre, le fécond de Ât par le pénultième 
de N, le troifiéme de Mpar l’antcpénultiémedeN, 
& ainfi de fuite. 

161. Comme l’on peut fouvent avoir befoin de 
réduire une fraftion en ferle , nous allons parler de 
cette opération. 

Soit la fradion , je fais . — 

à -h- K X b -^mx 

&c. Multipliant tout 

par^4-/7zjr,ilvient.ï=iA-f-iBA:-t-4Cx'-f-iD3c5 &c, 

-f-m A ath-to C.v’ Scc^ ' 

Faifant la comparaifon des termes en égalant b A 


h. a, l’on aura A = 


a 

T 


& égalant les autres 


termes à o, l’on aura ■+• m A = O, B = 
— A m B — mC 

— , c ^ , D = , &c. 


En confidérant ces coefficlens avec attention, on 
verra qu’ils forment une ferie récurrente du pre- 
mier ordre , dans laquelle chaque terme eft déter- 


m 


miné par le précédent multiplié par — j — , & 


l’on aura 


iyi-mx 


m A X 

î 


mBx^ 
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&c. On doit faire ufage de cette feric , fi , 

m 

Mais û X > — , on formera la ferie de cetto 
m 


jn X -i- b 


. « ‘'J “ 

maniéré r- — — + — ; h -7 -f- &c# 

ir. X -\-b X x‘ 

qui étant traitée par la même méthode , donnera 

a a b A ' bB , 

ï= — — - &CC, dans 

mx-hb X mx^ nix‘ 

laquelle les lettres A, B, C&c. défignent le coefficient 
du terme antécédent. Par exemple JB défigne dans 

cette ferie le coefficient ; mais dans la pre- 


miere ferie trouvée , B défigne — 


b 

a^-mx 


Si Ton avoit la fraétion — 

b^i- c X H- n X* 

feroit — = A B x -4- C jf* -H D 

i -f- (' x-h n X 

&c. d’où l’on tire a-f-m x=.b A-\-l B-rH-J’ C Dx ’ &c. 

-f- c A X -+- c B -V* -4- < C x’ &c. 
-f- n A X* -t-/i B x^ &c« 
En faifant le premier terme =a , l’on trouve A= 

t 

—, en faiOmt le fécond = m x, l’on trouve B = 
b 

m — cA chacun des autres termes =0, 

b 

— cB — rA _ —cC— 
l’on a C = i 15 — • 

&c. Ces coefficiens forment une ferie récurrente 
du fécond ordre dans laquelle chaque terme cft 
donné Dvir deux termes antécédens, en multipliant 

le 
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le plus proche ‘de celui que l’on cherche par -j- 
& le plus éloigné par . Les premières let- 


tres A, B, C, &c. dans ces termes défîgnent I® 
coefficient du terme antécédent , les fécondés A, B , 
C, &c. délignent le coefficient de celui qui précédé 
l’antécédent ; ainfi dans la valeur de D , C défîgne le 
coefficient du terme antécédent, & B celui du terme 
qui précédé l’antécédent. Si l’on vouloit former 
une ferie dans laquelle x fe trouvât au divifeur. 


l’on feroit 


m x-h-a. 




<+■ &c. qui étant traitée de même , donnera des 
coefficiens qui formeront une ferie récurrente du 
fécond ordre. De même fi le dénominateur de la 
fraétiôn eft du troifiéme degré, la ferie fera récur- 
rente du troifiéme ordre , & ainfi de fuite. . > 


Nous 'avons enfeigné dans la première Partie de cet Ou- 
vrage , à trouver le rerme général & le terrne fommatoire des 
(èries récurrentes j ainâ il feroit inutile d’en parler ici. 


i 52 .'On, doit remarquer que pour qu’une frac- 
tion produife une ferie réciftrente , il eft néceflaire 
que l’expofant de x dans le dénominateur foit 
plus grand que celui de x dans le numérateur. Pat 

exemple en fuppofant — = A B^ 

Cx^ &c. on trouvera l’équation a’ 1=3 

— Ax — Bx* — C;ï»&c. 

En faifant la comparaifon, l’on trouve = a 

T4>mt nu X 
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A B 

ou A= B = — , c = — . . Jufques-Iâ la 
a 0 

loi eft confervée 5 mais le terme fuivant donne x* 
ss= aDx^ — Ca'* ; OU I = <* D — C, ou D = 

. Après ce terme , la ferle ne fera plus inter- 

I a * 

rompue. 

Pour éviter cet inconvénient, on divifera le 
numérateur par le dénominateur jufqu’à ce qu’on 
trouve une fraétion dans laquelle l’expofant de x 
dans le dénominateur foit plus grand que dans le 
numérateur. Dans l’exemple propofé, en divilànt 
par •— X-+- a f l’on aura x* — ■ ax — aa 

a- , ; âmfi la fraâion. propofée fera égale à 

a — X 

x'- ax — a a plus la ferie récurrente que 

X a* 

donnera la fraâion - 

a-—x 

t t 

165. Si l’on avoit la fradion r ~7 » 

■ fl — a* ** -t-** 

on pourroit réduire les expofans j, 7 & i de a? 
au même dénominateur, en cherchant la progreG* 
Con arithmétique dans laquelle ils font renfejmés, 
& l>n auroit, en faifant attention que<* = a 
l’on aurois , dis-je , o = |, 7 = ^,7— 
ces expolâns font renfermés dans la progreüion. 
arithmétique O, 7, -j, 7, 7» | » dont les 
termes doivent être les expofans de x dans la ferie 

cherchée , qui fera = A -+- Bx^ -+-C ^^-+-Da^ 
&ç. & faifant les opérations néceflaires, l’on aura 
une ferie récurrente du lixiéme ordre produite 
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par la fraâlon 


a* 


*7 


ai 


09 X 9 


•jquel’onfera 


i 1 


5 * 1-i-i ü 

û* -f-o. xi -+- O.X* — a* X» -+-0» X» “t-o. *■« 


Remarque. La fradion 


( en divifant lo 


premier terme par i & multipliant par i 1— ;r,' 
Otant du numérateur le produit du divifeur par 
le quotient, divifant le refte par 1 — *■, & amfi 
de fuite ) devient i -H x -t- -i- jv» ■+■ -J- ** 

&c. Si l’on fait x = 2, l’on aura — - — =* -JL 


s=~l,&l-har = i -4-24-^ 

4" 8 -+* 16 &c. Comment accorder cela ? Après 


la première divifîon , l’on a i • 
lêconde divifion , l’on trouve 


I X 


. Après la 


= 1 4-Jr-H 


X 

• ; donc fi l’on s’arrête au fécond terme , l’on aura 

I — X 9 ’m 

^ X* A 

= I -l-jr: mais on négligera =s 

— 4 = -— IJ donc 
on fera éloigné de la v^eur véritable de la frac- 
tion cherchée de la quantité 


, & en con* 

» I X 

tînuant à l’infini , la ferie i-Hjf-+-xrx-+-xJ.,., 
x” fera éloignée de la véritable valeur cher- 

: de forte qua 

Ta 


chée de la quantité 


J --X 
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eft la fomme de la ferle i •+■ -J- a:* . . . , 


en ajoutant 


& non autre- 


ment. Ainfi quand il s’agit d’une ferle divergente 
J -f. X &c. produite par l’évolution 

d’une fraftion , on peut dire que cette fradion eft 
la forome de la ferle ; mais alors on doit entendre 
par fomme une exprelTion finie dont l’évolution 
a produit la ferle. Mais fi a; ■< i , fi par exemple 
gc zs=. \ , l’on aura i x + &.x. = i -f- i 

►H ï 4 -ï = 7è;;==2; c’eft - à- dire 

que dans ce cas la ferle i -H a; + &c. appro- 

che d’autant plus de la valeur cherchée que l’on 
prend plus de termes, & à l’infini la ferie eft =2. 

Nous ferons encore obferver qu’il y a une in- 
finité de ferles qui font d’abord divergentes , & 
qui deviennent enfuite convergentes; de forte qu’en, 
prenant un certain nombre de termes , on peut 
avoir la valeur de la ferie au(îi approchée qu’on 
veut. Cela aura lieu lorfque le fadeur numérique 
du dénominateur augmente plus après un certain 
nombre de termes que le numérateur de chaque- 

ï 7 

terme. Soit la ferie A = a: •+• 4 - 

7* 7* 4 

&c. Si «== 10, les termes iront d’abord 

7.4.$ 

en augmentant, parce que le multiplicateur jc-du 
numérateur augmente plus le numérateur que le 
dénominateur n’eft augmenté par les fadeurs 4 , y, 
ivC.Maisâu II' terme, le fadeur à; étant = 10& lé 
fadeur qui augmente le dénominateur étant = 1 1, 
ce terme fera plus petit que le lo' &le 12' encore plus 
petit que le 1 1' , & ainli de fuite ; donc on pourra. 
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,/en prenant un certain nombre de termes, avoir . 
la valeur approchée delaferie Alorfquex= 10; SC 
il eft vifible que ce fera la même chofe pour une 
autre valeur finie de *■. 


164. PROBLèME. Etant donnée la fommejr de la ferî» 
A ~h P X -h Q -h R x> -+- Crc. dont on multiplie les 
termes par les confiantes a, b , c , G'c. on demande la fommô 
M de la ferie réfultante a A -i- bPx -H c Q x^ [rc. Quoi- 
qu’on ne connoifTe aucupe méthode pour réfoudre ce pro- 
blème dans toute fa généralité , nous pouvons cependant en 
trous’cr la folution dans certains cas. Si , par exemple , les co« 
efïîciens a , b , c , e , f, &c. ferment la ferie des nombres 
figurés , on prendra les premières , fécondés , &c. différences 
jufqu’aux dernières qui.s’évanouilTent. Les premières diffé- 
rences feront b — a, c — b , e c , f — e ,&c. les fécondés 
font c — i i-f-a,e — / — 1 « -+- r > &c. les troificmes 

font e — 3 c- 4 - ^b — a,f — i — b , &c. & ainff de 

fuite. Si on fait b — a=B,c — ii-f-a=C, e — 5c 
~k-^b — a = D,/ — 4è-t“4C — 4i-t-a=E,&c. je 

.. I/- ixdi'Cx''dij 

dis que la fomme M fera = û y ■+• - — ; — -+- — , , 

^ ' a X ax 


Vx* d* y 

77 i 


E d^y 

71 ^ 


-+-Scc,ix étant confiant. 


En effet on aura les équations fùivantes : 

A -4- P ec -4-.Q^* -f- R Af* -f-TAc+-f-&c.' 
à^y^P dx-t- zQ.véee-t- 3 Ref*<ljf“t- 4 T x^ d x-i^ 8ccl 
X Q<fAC’-f -6 R Atd Af’ H- I l T &c. 

d>y= 6Rdx^ -\-nTxdx> -+-8cc. 

d‘^y= X 4 T (f AT* - 4 - &c, 

i ou 1 on tire 

ajr=A a-f-oP AT -f-aO Ac'-f- fl R*’ -h a'T x^ &c.‘ 

^ X d 1 ^ 

2 — — B P AC •+- X B Q Af* -H 5 B Rac» - 4 - 4 b T AC* &C, 


c«* __ 

2 dx^ 

T>xf d >y 
“ < 4 * * 

~ nx*d* y 

14 . dx* 


C.Q At* -4- 3 c Rx* -4- ^ c T Ac^ &c, 
D R *» -4- 4 D T &c. 

ETx«&e, 

T.î 
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SiM=Afl-f-P5*-HQc**-l-R irar» -4- T/*f 
Çcc. Comme on le ruppofê, on doit avoir, en comparant les 
termes a P -4- B P = P i , ou B = /) • - a. Mais a -f- t B 
•+-C=c, ouC = C“f-a — Z b. On trouvera de mêm? D :ss 
* — te-f-ji — a, &c. qui font les valeurs qu'on a 
d'abord fuppolces aux lettres B , C , D , donc on a eu raifoa 

s r r »» B. * /> Cx» J* t 

«e luppoler al = ajr-{ ; ^ , - 4 - &c. 


dx 


1 d i 


$i les quantités a, h, c , e , / fout en proereflîon aritbmé» 
tique, les fécondés différences étanç nulles, l’on aura C = o, 

Ç — O &c. & M 1 = a y -4- — ; — —, Si les fécondés dif> 

dx 

Krences font conffantes ,‘l’oti aura D = o,^M = a^-4-' 

9 *<ly c x*djy 


dx 


a d> 


Soit la ferie l - 4 - x -J- -4- -4-x*-4- x» -4-&c. = 

•" > de forte que l’on a A = P = R —i. Qu’on multiplie 

|cs termes de cette forie par les termes de la pro|^fIîon aritK» 
métique 3. y. 7. 5. n. &c.- on demande la fomme dé 
la ferie 3 Hh yx-4-7x*-4 -ÿx*-|-irx+ &c. Dans 
cecasa=3,£e=sy,c = 7 , b — a— 6 = 13 mais 


C is: D =c 0 » La fomme de la forie propofée fon , en foppofant 


x>i, 


l—u 


~y 3 ionc-dyss: 


3 xd y 

M =raj»*f> — ~ = 


dx dy 

( 1—*)* ’ "77 

i IX 


tl— «J 


>a 


d» 




L I — * 


Recherches mltaphyjîques fur la nature du calcul 
différentiel, 

1 6 f .Les anciens Géomètres faifoient ufage des raî- 
fons des quantités dont la différence devenolt plu* 
petite qu’aucune quantité donnée. Pour donner une 
idéedu.chemia qu’ils pouvoient fuivre dans la déter- 
mination des fous'tangentesdes courbes j foit propofê 
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de mener une tangente MT (fig. 137) ai’ point 
M cl’ une courbe donnée, que nous fuppofcrons 
une parabole. Si Ton tire la tangente TMG 
& lalecante MIS, il eft vifible que l’angle CMS 
deviendra d’autant plus petit, que Tare MI fera 
plus petit, & qu’en fuppofant cet arc plus petit 
qu’aucune quantité donnée, l’angle fera plus petit 
qu’aucune quantité donnée. En effet en concevant 
cet arc comme un arc circulaire , il eft évident 
que l’angje CMI formé par la tangente & une 
corde a pour mefure la moitié de cet ârej donc: 
cet angle eft inaffignable lorfque Ifarc eft inafîî- 
gnable ou plus petit qu’aucune quantité donnée j 
donc les lignes C I & L S deviendront plus pe- 
tites qu’aucune quantité donnée. Cela pofé , en 
fuppofant M H parallèle à l’axe AP, il eft évident' 
que les triangles PTM, LM H font femblables, 
& que la raifon M P : P T eft égale à la raifon LH: 
AI H. Or cette derniere raifon devient à la fin 
égale à celle de S H : MH & à celle de I N : MN j 
donc la raifon delà différentielle IN de l’ordonnée 
à la différentielle M N de l’abfciflè , devient à lai 
fin égale à la raifon de l’ordonnée à la fous-tangente.; 
& c’eft là la limite quelle ne peut paffer , & de 
laquelle elle approche d’autant plus que I N eft 
plus petite. Donc en déterminant à quelle raifon 
devient à la fin égale à la raifon de la différence 
de l’ordpnnée , à la différence de l’abfciffe, on dé- 
terminera la fous-tangente , & par cônféquent la 
tangente. 

Soit 2a X l’équation de la parabole , 2 a 
étant le paramétre, fi l’on augmente rabfcifTe AP 
a; de la quantité P/> =«= MNa=^Ar & l’ordon- 
™ née M P=^de la quantité I en fubftituant 

* djf au lieu de^;^ à la^lace de^^ 
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Ton aura 2 ax -+- 2a dx y'- 2 y d y dy'. 

Retranchant de cette équation celle de la courbe, 
il vient 2adx—2ydy-\-dy^, d’où l’on tire dyi 
dx w 2a: 2 y -H y • Mais lorfque dy devient 
plus petit qu’aucune quantité donnée , la raifon 
2 a :2y dj)»- devient à la fin égale à la raifon 2 ai 

2 y ; donc à la fin l’on 2t. dy: dx :: 2 a: 2y. Mais 
à la fin la raifon àe dy : d x égale à la raifon ^ 
de l’ordonnée à la fous - tangente PT \ donc 2at 

2 y : : y : r 1 = = —2Xf comme 

^ a Z a 

on l’a trouvé dans les feétions coniques. 

106. Nous avons trouvé ci-deflùs la tangente 
de la parabole en faifant la différentielle de y‘ =s 
Zydy , & en négligeant dy’-, ce qu’on peut faire 
toutes les fois que y eft fini ; car alors dy’ n’entre 
point dans la proportion de la limite (pourvu quela 
quantité afteéiée de dy ne foit pas = 0; car dans ce 
cas dy’ ferviroit à trouver la proportion de la 
limite ), On peut voir par là qu’il n’y a point d’erreur 
à craindre en fuivant notre méthode. Mais pour 
développer notre idée de maniéré à ne laifler aucun 
doute, il faut faire voir 1°. qu’il y a des raifons qui 
approchent tellement de l’égalité, que la dift'é- ' 
rence devient à la fin, c’eft-à-dire, dans la limite, 
plus petite qu’aucune quantité donnée. Cela eft 
évident pour les quantités dont l’une peut être 
aügmcntée & l’autre diminuée comme l’on voudra, ' 
comme il arrive aux abfciffes AP, A/>; car en 
diminuant A/», on peut faire tomber le point p 
fur P , & alors A^ eft — A/?. Il y a des quantités 
qui approchent de l’égalité , en fuivant une cer- 
taine loi , qui font dans le meme cas, par exemple la # 
valeur de la ferie^, &c. approche 
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fautant plus de Tunité, qu’on prend un plus grand 
nombre de termes. Ainfi en prenant les deux pre- 
miers termes, il s’en faudra de ^ ; en prenant les 
trois premiers, il s’en faudra de^, & la fomme 
entière de la ferie fuppofée continuée à l’infini , 
fera = i , comme on l’a démontré dans la pre- 
mière Partie de cet Ouvrage, & comme cela eft 
évident. Car fi l’on partage une ligne d’un pied 
en deux parties égales, qu’on prenne d’abord une 
de fes moitiés , enfuite la moitié de l’autre moitié, 
enluite la moitié du refte, & ainfi de fuite, la 
Ibmme de toutes ces parties donnera un pied. 

Il faut démontrer en fécond lieu que les raifons 
ou les quantités qui vont toujours en s’approchant 
de l’égafité de maniéré que leur différence devienne 
]plus petite qu’aucune quantité donnée, deviennent 
a la fin égales. Suppofons qu’à la fin leur différence 
foit D quantité donnée & déterminée ; donc elles 
ne peuvent approcher de l’égalité plus près que de 
la quantité donnée D , ce qui eft contre la fup- 
pofition. 

167. On peut remarquer qu’on ne doit pas 
regarder comme égales les quantités ou les raifons 
qui ont une différence, quelle qu’elle foit; mais 
feulement on doit conclure que deux quantités 
dont la différence devient plus petite qu’aucune 
quantité donnée , font à la fin égales , parce qu’à 
la fin cette différence devient nulle ou = o : ainfi 
cette égalité s’obtient dans la derniere limite, de 
laquelle les quantités ou les raifons s’approchent 
au-delà de toute mefure affignable, quoique peut- 
être dans certains cas elles ne parviennent jamais 
à cette derniere limite ; donc dans les démonftra- 
tions fondées fur la méthode du calcul différentiel, 
on ne néglige aucune quantité grande ou petite. 
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a. ' 


mais on dit feulement que deux quantités ou deux 
raifons font égales lorfque leur différence eft 
nulle. 

i68. Je fais que fouvent les quantités s’évanouit 
fent dans la limite; cependant il neft pas inutile 
de confidérer la proportion de la limite, parce 
que d’autres quantités qui ne s’évanouilTènt pas, 
& qui auparavant avoient la mêfne proportion , ac- 
quièrent dans la limite la proportion de la limite ; 
car ( fig. 137) les raifons IN ; MN, CN : MN 
different, à la vérité, l’uhe de l’autre, de maniera 
cependant que la différence devient inallignable ; 
donc dans la limite elles feront égales. Mais où eft 
la limite? Au point M où les points N, I , C fe 
confondent. Mais alors les lignes MN, C^, IN 
difparoiffent , cela eft vrai ; cependant les lignes 
MH, LH, SH proportionnelles aux premières , 
continuent de refter finies , & dans la limite les 
raifons LH;MH, SH: MH font- égales. Donc 
quoiqu’alors dy foit = 0 & <fx = o, cependant 
l’on a SH: MH:: MP: PT. Mais la raifon da 
dyi X n’eft pas égale à celle MP: PT tandis 
que dyiidx font quelque chofe ; feulement la raifon 
de dy\ dx approche extrêmement de celle dey: 
PT lorfque dy & dxfont des quantités extrêmement 
petites ; donc très - près de la limite les raifons de 
dy: dx, 2a: 2y,y: PT approchent extrême- 
»ent de l’égalité, & dans la limite , lorfque dy=o 
& = O . les raifons de 2â : 2y, y : PT font 

parfeitement égaies. . 

On peut donc dire que la raifon dedy: dx très- 
près de la limite fait connoître le raifon exaéledey : 
PT dans la limite. Or la raifon de dy: dx très-près 
de la limite étant égale à la raifon 2 a: 2 y -+- dy, 
l’on adan&la limite 2 a : ay : :y : P T, parce qu’alors- 
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auflî bien que Puifque dans la limite 
= O", il cft vifible qu’en cherchant la propor- 
tion de la limite, l’on peut en différenciant né<- 
^liger Mais pourquoi ne néglige-t’on pas aufli 
iiy ? Parce qu’alors on ne connoîtroit pas la raifoa 
très-approchée auprès de la limite de a<z;2^, <jue 
fait connoitre la raifon dy: dx. Ainfi les dy^ 
les dx font quelque chofe, lorfqu’on les exprime , 
& deviennent = Q à la Bn du calcul ; donc on 
peut négliger dx^ devant dx^ dx^ devant <^ 5 :*, 
parce que li dx^ fe trouve dans un calcul, fon 
coefficient étant fini , t/x* (îiffira pour faire connoître 
la raifon de la limite, &. dx^ devra être négligé, 
16p. M. Newton confidere les différentielles 
comme des quantités évanouidantes ounaülantes, 
& c’eft dans cet état qu’il confidere les rapports 
de,ces quantités: il les appelle jîaxiow. Pour dé- 

figner la fluxion de jr, les Anglois écrivent x; la 

fécondé fluxion fe marque ainfi x; la troifiéme 


Çuxion fe défigne par x ; &c. On met autant do 
points au-deffus de la variable , qu’il eft défigné 
par l’ordre de la fluxion. Ils appellent fluenus ce 
que nous appelions intégrales ; ainfi x eu la fluente 
de jf ou de x. Pour revenir à M. Newton , on 
peut lui faire cette objeâion. Si les fluxions font 
des quantités évanouiflantes, elles ne doivent point 
avoir d’autres fluxions , autrement unequantité éva- 
pouiffante feroit compolee d’autres quantités éva- 
nouiffantes, ce qui paroît impoffible : car il eft évident 
qu’alors les premières fluxions ne (croient pas éva- 
nouiffanies. Mais dans nos principes rien n’empêche 
que des quantités extrêmement petites très- 

. près de la limite aient d’autres di^érentielles</</J^» 


I 


Dislii^od by Goofçlt 


L. 
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dddx &c. ddy, dddy&LÇ. D’ailleurs une chofe 
ijuelconque eft exlftante ou noa exiftante : il n’y 
a point de milieu entre exlfter & ne pas exifter , 
& toute quantité pafle de l’exiftence à la non exif* 
tence dans un inftant indivifible. Il paroît donc 
bien difficile d’admettre des quantités évanouiflàntes 
ou des quantités conGdérées dans l’état depaflage de 
l’exiftence à la non exiftence, comme il eft im- 
poffible de confidérer une chofe dans fon état do 
.palTage du néant à l’être. * 

170. On peut encore faire une autre objedioa 
à M. Newton. Les fluxions ou quantités évanouit- 
fautes font quelque chofe dans cet état, c’eft-à* 
dire, pendant qu’elles s’évanouiflent, ou font =0. 
Dans le premier cas I N = y eft< N C ( fig. 1 37), 
& la raifon àcdy kdx n’eft pas égale à la raifon 
■de CN: ou à la raifon de^i,PT. Dans le 

fécond cas il paroît abfurde de chercher la raifon 
d’un rien à un rien. Auffi M. Newton ne veut pas 
qu’on confidere les fluxions lorfqu’elles font éva- 
nouies , mais feulement lorfqu’elles s’évanouiflènt. 
'Au refte je fuis rempli d’eftime pour ce fublime 
Mathématicien , auquel nous devons tant de belles 
découvertes. 

• R E M A R QU E. Nous avons dit ci-deflus ( ) 

que la raifon de dy: dx étoit à la fin égale à la 
raifon de l’ordonnée à la fous-tangente , d’où il 
fuivroit qu’on auroit à la fin : dx :: y : PT:: 
L H : MH. Dans la limite on a ^ : PT LH 
= HSCdansla limite); H M, mais alors dy=o 
Sç dx= O', donc jamais la raifon de dy : dx ne 
peut être égale à la raifon dey : TP, puifque ^ 
& dx ne peuvent atteindre à la limite fans cefler 
, d’exifter. Cette difficulté eft fans doute très-forte, mais 
se paroît pas impoilible à réfoudre, £n eflet quand 
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6n prétend que laraifon de dy : a: devient à la fin 
égale à celle dejy': PT, cela doit s’entendre de 
maniéré que la raifon de HS: HM, qui eft égale 
très- près de la limite à celle de dy : dx , devient 
dans la limite égale à celle de HL: HM, qui eft 
égale à celle de^: PT; de forte que fi dy èc dx 
exiftoient dans la limite, la raifon de dy.dx feroît 
éga^ à celle de^; PT. De meme quand on dit 
que des quantités ou des ralfons qui vont tou- 
jours en s’approchant de l’égalité de manier© 
que leur différence devient plus petite qu’aucun» 
quantité donnée font à la fin égales , cela s’entend 
fi ces quantités exiftent dans la limite, à moins_ 

3 u’on ne veuille établir une efpéce d’égalité entre 
es riens ; & pour les raifons fi les quantités qui 
les forment exiftent, ou bien encore cela s’entend 
des quantités, qui dans la limite ne difparoiffent 
pas, & auxquelles les quantités qui dans la limite 
font = O étoient proportionnelles très-près de 1 ^ 
limite. 

Enfin fi l’on fe rappelle que l’on a trouvé ci- 
deflusC i 6 ^~)dy : dx 2.a: xy^dy ^ ce qui a lieu 
auprès de la limite , on verra que dans la limite 
HL: HM:: 2 <2: 2. y O; car dans la limite 
dy = 0. Et fi l’on fait LH = & HM = 

dx, l’on aura dans la limite dyi dxi: 2a i 
S.y.: y - PT. Mais alors dy Scdx ne fontpas les 
différentielles de l’ordonnée & de rabfciflè, mai» 
fontdes quantités HS, HM, qui hors delà limite, 
étoient proportionnelles auj^éritables dy ècdx^ 
&qui danslalimite deviennent H L,HM ffig. 158), 
& font alors proportionelles à PT. 

-, M. Euller prétend que les différentielles font des 
purs ri’ns. Si cela étoit vrai, on ne pourroit les compa- 
rer enfemble ; car on ne peut dire ni concevoir qu’un. 
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fien foit double, triple, &c. d’un autre rien. II 
feudroit même dans cette hypothèfe admettre deS 
riens de différens ordres les uns infiniment plus 
grands que les autres. Mais comment concevoir 
qu’un rien , qui n’eft pas une grandeur , peut étref 
plus grand ou plus petit qu’un autre rien , qui 
n’a lui-même aucune grandeur? Comment com-* 
parer ce qui ne peut ni exifter, niétre conçil 86 
qui n’a aucune propriété (*) ? Ainfi nous ne fauriuns 
admettre l’opinion de ce grand Mathématicien. 

' Le détail dans lequel nous venons d’entrer peut 
•feire comprendre aux Commençans en quoiconfifte 
l’artifice du calcul différentiel , que très-peu de 
Géomètres paroiflbient avoir pénétré. A l’égard 
du calcul intégral , puifqu’en différenciant l’oa 


(*) On dira peut-être que 6:3:: 6 X 0:3 X o;:o: 

O : : a : i. Mais fi la raifon o : o vaut a , la laifon 6X0; 
3X0 fera le produit des raifon égales 6 : 3 & o : o j & fa- 
valeur fera 4 & non pas a , ce qui cft contre 1 1 fuppoficion ; 

& il eft vifible que les. raifons 6: X o: 3X0 ne- 

peuvent être fuppofées égales qu’autant au’on regarde o 
comme une même quantité qid multiplie r antécédent Sc Is 
conféquent de la raifon é ; 3. On ne peut donc fuppofer que 
la raifon o : o foit égale d celle de a : i qu’autant qu’on fup- 
poiè que l’antécédent o ( qu’on regarde alors comme une 
quantité infiniment petite ) eft multiplié par une quantité dou- * 
ble de celle qui multiplie le conféquent o , confidéré com- 
Ae une quantité infiniment petite égale au o qui fe trouve i 
l’antécédent. On fait auflî qu’en divifant a a — bt par a — ê , 
le quotient donne a 4- è. Lorfque b=a, ce quotient eft » 


xa, Sc alors on a 


(4-+-fr) (é, — b^ 


7 a ( n) 


— =5 , en confidéiant o comme une mcjne quantité 


qui multiplie a a & r. 


t 
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éçrit 2.ydy , U eft vifible que pour retrouver y*, 
il fuffit d’augmenter l’expofant ( 1 fous-tendu ) dejr 
d’une unité, & de divifer enfuite par o.dy pouf 
avoir de maniéré que les régies du calcul in- 
tégral étant analogues à celles du calcul différen- 
tiel , il ne peut y avoir aucune erreur dans la 
méthode qaon fuit dans ce premier calcul, quand 
même il y en auroit dans le fécond. , 

Calcul des diferences finies, 

171. Si la quantité variable. reçoit un incré- 
ment fini la fondion x' deviendra 
xx-\r' 2 -pK-\rpp\ de même*’ deviendra x’ -h 3/» jf* 
Cependant la quantité = 1 ne 
changera pas de valeur , parce que f x-f-/? ); eft aufli 
ï= 1 ; ce qui vient de ce que eft une quantité 
conftante = i. 

Suppofons que y eft une fondion de x, qui 
devient^' lorfque x devient x & _y“ 

lorfque X devient x 2/» ; &c. les valeurs de se 
& de ^ fe répondront de la maniéré qu’on voit ici* 

xjx-f-/ ; x-+-2/>;x-+-3/»; x-+-4/>; &c. 

'J'» y‘i y"î y'' i 

Comme la ferie arithmétique x; x-H/>;x-+-2/»; 
X •+■ 3 /> i &c. peut être continuée à l’infini , de 
même la ferie^;^* i y i &c. peut avoir 

une infinité de termes. Siy=x,ou {iyz=:ax-^^, 
la ferie y i y' > y'' i &c. fera arithmétique, Sï y 


(*) Dans 4 ’exprcrtîon , t ne diffigne pas l’erpofant- 
de J' , Sc l’on n’einploic cette expcelTion que pour düünguer 
^ iejr'. 
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l’on aura une ftrU harmonique. Mais la 

ferie krz géométrique ^ Ç\y=a", 

172. Pour défigner les différences qui fe trou- 
vent entre les termes de la ferie y\ y' ; ; &c. 

je me fervirai de la lettre D ; de forte que y' — y 
fera = D^, y” — y^ — , &c. Ainfi Dy 

exprimera l’increment que reçoit y lorfqu’on fubf 
titue a: •+” /» au lieu de x : nous appellerons aulTi 
cet incrément la diférentielle finie zcy, ou fim-* 
plement la différence dey. C’eft pourquoi D^'* 
fera la d^érence de^”*, c’eft-à dire, l’excès de y"* 
furj^^.^^ns la ferie ûes différences Djy;Dj^' ;Djy" ; 

D^’'' ; &c. on peut prendre de nouvelles 
différences, & les repréfenter comme on le voit ici, 
D — D_y‘ — D_y 
DDj'' = D^” — T)y^ ‘ 

DD^** =3 D^”* — D^** 

&c. • , ' 

Il cft aifé de voir que D Dy ou D* j repréfente Ta fé- 
conde différence de y ; D*j'' la fécondé différence' 
de y' •, &c. De même les troifiémes différences 
de^ ;_y';&c.feront défignées par D’jy'j &c, 
& ainfi de fuite. 

Maintenant puifque = y" — y' , on aura_ 
= J'" — 2y' -\-y, & DDj" == y'" 
2^*' -4 -^'; & par conféquent D^^=DD^' — • 
DDy — 3y” + 3.y' — J'. De même. 

’D*y, — y"' — 4J‘” + — 4J'' "+-yi 

1)5^ _ __ .V _j_ J O _ I oy " -h 

— y; 8c ainfi de fuite. Dans ces fériés les, 
eoefficiens numériques font les mêmes que ceux du 
binôme (u — h lorfque m efl un ^nombre en- 
tier pofitif, 

173* 
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175* Problème. Trouver Us différences de tous 
les ordres de la puijfance x^. Puifque y x'- 01» 
auraj^' &D^==y — y ~xx 
4 - 2 /> ■*■•+; P/» — px~^ pp. Mais p eft ici 

une quantité confiante, qui ne reçoit aucun incré- 
ment ,& D r eft =y> ; donc D Dj^ =D ( 2 ;> ) 

K= 2 pDx=t 2 ppi Ô£ DDDy = O; D*y=;Oî 
&c. 

174* Problème. Trouver les différences de tous 
les ordres de la puijfance x^. En faifant y — A'* » 
l’on aura = ( x -H /;)»,& =s= ^px^ 

5 PPX -h />5. Mais D.x x =a 2 px pp-^ donc 
H.^p ~ 6 ppx 4-5/»’. Or D. 3 //>x =3/>î , 

6 D. =z= O; donc DDj/ =. 6 p'- x -+- Cp^i 
bcT>^y = 6 p^ y les autres différences font = o. 

I 7 J* Problème. Trouver ladijjffffence première du 
logarithme hyperbolique de x. Soit^ = L.’x, Ton 
aura y^ = L.(x ■+• p), & Dy =:y^ — jK = 

L. (x-4-/») — L.x=L. 

Puifque D_y e=: _y, l’on aura y' =z y 

4-Dj; l’on aura de même = j.4- ^Dy 4^ 
Dj'; y" — y 4 - 3 4 - 3 4 - D^y ; 

—y 4 - f Hy 4- D Dy 4-4 D’j'-hD^y; 
&c. Les coefficiens numériques fe trouvent évidem- 
njent par l’évolution du binôme ( <z-f-^)'”;de forte 
qu’en général l’on aura la valeur de y de l’ordre n, 
que je défignerai par^'">, l’on aura, dis-je, 

y 4- - 4- ^ n.{n~,). (n-^).Diy 

l'I I. î. J 

4 - &c. Si au lieu d’un incrément 4 - x recevoir 
un décrément — /> , c eft-a-dire , fi x fe changeoit 
en X — P, alors à,(*f — np) répondroit y^’'^ 
Tome III. y 



n.fn— t).D’jy n.(n— i). (n— 

+ —i 


&c. 

ij 6 . Voyons maintenant par quel moyen étant 
donnée une différence , on peut par la méthode 
inverfe revenir à la quantité qui l’a produite, & 
que nous appellerons fommc ( ). Si 1 on luppofe ^ 
LDj, Ion aaraM.î=y -f- C, M étant la ca- 
radériftique qui défigné la fomme, & Cune quan- 
tité confiante arbitraire, ou qu on peut déterminer 
par la nature du problème. Or cette quantité C 
n’ayant aucun incrément , doit avoir difparu dans 
la différenciation. Quand on n’ajoutera pas de quan- 
tité confiante à la fomme , il faudra la fuppofer. 
Au relie cette quantité peut fouvent être = o. 

Puifquô D X , l’on aura M./> =s^, &M. i 


= — ; car la différentielle D x étant = p , Ton 
aura D ( -) = - = i* Donc M. i = Nous 

P f ‘ 

aurons auffiM.C 2px -f- pp) ~ x'i donc M.a? 

^ Z. = — — —, L’on a de même 

^ zp ’ 1 ip 

M. 3 p"-x -+•/»’) = Jr’, ou 3/>.Mac 

■4: 3/;\M.x-hi^’.M.i = J:’jdoncM.A:;r= — 


- P M. X — — M. I ~ 


AC 

même M. .v’ = — 
4f 


M.x^ — p^ Ma; — — .M. I. 


(*) On pourroit l’appeller l’intégrale d’iine difFcrentiellc aux 
différences finies. _ , 
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Si l’on fubftituedans cette exprelîîon les valeurs trou, 
vées ci-devant de M. M.jf , & M. i , il viendra 


v4 

M . X ^=:- — 




V r\ 

-H — ^ — . On trouvera par la 

X5 


meme méthode t 

— ~p^X', M.jr 5 = ^ i jt 5 4- ^ px>^ — . 

6p 


n M. AT'' 


7 P 


* t * # 

— 4 - . 


~p^>x^-^~p^x. Il eft facile de continuer. Si on 
fuppofe p= I , ce qui eft très-permis , on aura 
M. I =M. A'° = x 
m . X 


« 


X 


M.xx = — I Af * 4- a: 

M. A.-Î = -J A"* — ^ -+--^ x’- 

M. x+ = ^ xî — \ x^ -+- I x’ — 7î* 

M.X« = 7 X« 7 x 5 4 - TT TT- 

M. = \ X’’ — ï- Jf* 4 - T *■’ — -5 4 - 

&c. = &c. 


177. Soit J 


x-t-np 


, onauray= 




D^ = 


X-t-(/I-t- I ) P 

—P 


(x -f-/ip).[x+-(n-f-i)p] 

que. Donc M. 


x-hnp 

, formule digne de remar- 

1 


îC 


X -t-np 


). Puifque Dy = 


x-4-(/H- > )P 

m 
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on a y == M. ( - — r — ) — ' 

x-hnp x-h{n-+- i)p 

M.C — - — )= & M. C - ■ :—) 


M.C 


x-i-np 

I 


x^n P 


)— c 


Af-h/ip 


x-i-np 

) , formule (^ue je 


x-h{n-h')P 
défignerai par (A). 

178. Problème. Trouver la fomrru de la quantîti 
^ ^ . En faifant cette quantité s= f , on 

X (x-i- } P ) 

aura r = — — — Donc M. « == M. ( ; ) — 

M. C — î — \ Mais par la formule A , Ton trouve 
JC-+-3F 

- — ) — xî%onc M.r = 


M.(j) = M. C 


x-hp 


M.C 

M.C- 


‘ )-M.( * 


x-hp 

1 

ic-hr 


x - i-iP 


) 


) eft = M. ( 


f X. De même 

1 


c eft pourquoi M, f=M. ( 


X-i-zp 
I 


)—(■ 


)-M.C 


x-hp 

I 


) 


X -hp 


x-h^P ' ' * -4- }P 

) . Mais l’équation ci -defliis 


M.( 


;f 1 }P 


_ ) -M. C 


x-hnp 




donne , en fuppofant n 2 , — C 


X-hnp 

I 


:M. C- 

Jf-4- I P 




X-hlP 

* )-C 


* *^p 

m 


*-h ip 


x-h zp 
) ; donc M, r 
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Vfage du calcul dts différences finies dans la doSrinc 
des fériés. 

17p. x'Défîgnant le nombre des termes, le terme 
général d’une fuite eft une fonéHon de x dans 
laquelle fi on fubftitue fucceflîvement à la place 
de X les nombres i , 2, 3, 4., y , &c. on obtiendra 
tous les termes de la ferie. Ainfi la ferie 1,7,13, 
2y, 31 , &c. a pour terme général 6 a: — yj 
de forte que fi l’on fuppofe a = y , par exemple, 
ce terme général que j’appellerai X devient X =4 
6 a— y = 30 — y = ay, cinquième terme 
de la ferie propofée. Le ternit fommatoire d’une 
ferie ( on peut le défigner par S ) eft une fon- 
tion de a dans laquelle fi Ma place de a oti 
fubftitue un nombre entier^ofitif, on aura la 
fomme d’autant de termes que ce nombre contient 
d’unités. Le terme fommatoire S de la ferie dont 
nous venons de parler étant 3AA — 2 a, fi on 
fuppofe A = 3, on aura S = 27 — 6 = 21. 
fomme des trois premiers termes de la ferie. 

Suppofons une ferie a, i», c, e ,/, g , &c. dont le 
terme général correfpondant au terme du rang x 
foit = X , le terme fomniatoire étant repréfenté 
par S. Puifque S repréfente la fomme d’autant de 
termes que a contient d’unités, la fomme du nom- 
bre jr — I de termes fera = S — X. Si l’on re- 
tranche cette quantité de la fuivante S , le refteX 
fera la différence de ( S — X ). Suppofons /? = i , 
à caufe deX = D(S — X), nous aurons M.X =; 
(S — X); donc S = M.X -1 -X C. La quantité 
C doit être déterminée de maniéré que lorfque 
X = O, l’on ait aufiî S = o ; de forte que fi * 
étant = 0 , l’on trouve S = y, l’on aura l’équation 
5 =p-l- C= 0} donc C fera alors s=: — y- Si « 
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étant toujours = O, Ton trouvoitS= — y+C, l’on 
auroit C — 5 - = o,&par conféquentC— 0-h5'=y* 
La raifon en eft que le terme fommatoire S doit 
s’évanouir lorfque la valeur de te ferie eft nulle ; 
or la valeur de la ferle eft nulle , x = o. Mais 
fl S = O , lorfque x = o , dans ce cas C fera 
Si au lieu d’exprimer fimplement par S comme ci- 
deflus , le terme fommatoire d’une ferie dont le terme 
général eftX, nous l’exprimons par S.X, nous 
aurons l’équation S. X = M.X -+-X-1-C,& fai* 
fant toujours p= i, Sc fuppofant fucceflîvement 

X —x° , x^yx^ &c. nous trouverons 

S.x° = X 

S.** = ^ -+-X 

S. x^—\x^ -\-\xx-\-^3t 
S. a:* + 7 -H ^ 

S. j -I- 1 X* -+• jX^—‘-^X 
S.x^:^'-x^-+-kx^ 

S. H- r ** -h t A’ — 

S.x^ = 1 ;c* 4 -t -Htt 

— — X 

s. AT* = -^ ^ T 


.—a?* 

^o 


S.x^‘=:ij-x" — 4 - 

s. V = a:‘ ' +T ^ - V T 

s. AT* * = tV î — T + T 
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En examinant ces fuites, on s’apperçoit qu’il y 
a une loi par laquelle les termes de la fuivante 
peuvent fe déduire de la précédente , fi on en 
excepte le dernier terme dans les fériés qui con- 
tiennent la première puiflànce de x. Omettant 
donc ce dernier terme, fi on a S. x" =ax"'*'' -f» 
hx’' -+• ex"-' — ex"-‘i x"-^ — g x"-'’ -H 
hx"~^ &c. la fomme fuivante fera 

c ^ ( n-4- I ) t. 


(n-t-i ). c 


(n-f- I )c 




n . n — i n — ^ 

- i;±I^ 

n — 6 n — 8 

Si n eft un nombre pair, la ferie que nous venons 
de trouver fera exafte; mais fi « eft un nombre 
impair, il faudra ajouter un terme qui fera = -f- Fx. 

JPour avoir la valeur de P , on fuppofera:v=i ; 
donc dans ce cas on pourra fuppofer x"’'"' =i = x", 
& S. "■*■' = S. = X == I. C’eft pourquoi on 
fuppofera la fomme de tous les termes trouvés 
par la formule précédente = i , & de cette fup- 
pofition on déduira la valeur de P, Par exemple 
la valeur de S. x^ étant S.jfS L x'^ x^ -H 
■— X* — x'^, l’on en conclura, en faifant «=7, 
S.x"*' — x'^ x‘ ^ — 

f. iV- P ou S.x^~^ x^-^'-x^+{x^ — 

-4- Par. Qu’on falTe maintenant x = i pour avoir 
i = 7-hT-+*T-7^-+'P, il viendra P = ^ , 
ainfi que cela doit être. 

l8o. Problème. Trouver U terme fommato'ire de 
la ferie 2, 7, iJ, 25 , 40, yy, 77, lOO, &c. 

dont le terme général efl =i , Le terme 
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général étant conmofé de deux membres i'arx* 
.V, cherchez feparément le terme fommatoire 
de chacun par les formules ci-deflus , pour avoir 
S. I -+■ ^xx -4-7^, fScS. xx 

^ AT- Ajoutant enfemble les deux termes fom- 
matoires, leur fomme donnera le terme fomma- 

toire cherché; & l’on aura S. ^ { x* 

Z 

•-i- XX H-^a: = \ ar(A:-4-i)\Si l’on fuppofe 
X —y , I ( 6 )‘ = 5>o fera la fomme des cinq pre- 
miers termes de la ferie. 

181. Problème. Trouver U terme fommatoire de 

la ferie 1 , 2 ,’J , 12y , 543 , 72p , 1 3'3 1 , frc. des cubes 
des nombres impairs dont le terme general efl{ 2 x — 1)* 
s=8a:’ — 12 -i- dx — I, l’on aura 8 . S. at* 
i=ix* -+-4a:5 j — I2.S.x‘ = — 4^’ — 

^x^ — 2 a: ; -+- 6. S.x •=-+-3x* '+‘3Ar; — S. l 
t= — I. S.at‘’ = — x. Donc le terme fommatoire 
cherché fera = 2x+ — x^ = xx ( 2 x x — 1), 
Si l’on fuppofe x=6 , l’on aura 36 x 71 =2jy(5 
pour la fomme des fîx premiers termes de la ferie 
propofée. 

182. Lorfque le terme général eflle produit de 
plufieurs fadeurs fimples qui forment une pro- 
grefïion arithmétique , on peut trouver plus fa- 
cilement le terme fommatoire par une méthode 
Élégante que nous allons expliquer ; mais nous 
avons befoin auparavant dq faire quelques re- 
marques. Si l’on propofoit de trouver la différence 
delafondion (x-i-p) (x~{- 2 p)—y; parce qu’en 
fubftituant x -4- au lieu de x , l’on a y' = 

A a:-4-2/7) (x -4- 3P l’on auroit_y’ — y —T>y 
= 2 /> Cx-f.2/7) — 2 . ( x- 4 - 2 ) , en faifant/>= I. 
DoncM.(.ï-j-2/>) = f. (x-i-p)(x-3-2p). De même 
puifque la différence de (x-^-np) [x- 4 *C«“i"i)/’] 
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eft = 2yp \x+(^n-^r'i)p\ , on aura M. [;»:•+-( n-+-l )p\ 
^\j{x-^np)[x-^in-^ï)p]^ &clA.lx’\-npX 
“ rj [ X’-i-Çn — 1 )p] ( x-^~np). Si l’onaj^^a 
lx + ln — i}p] (x-+-np) [ jc-h C «H- i)/>], 
on trouvera D^ = 5 /> (.x-^np){x-\-{n~{‘i)p'\, 
C’eft pourquoi + np) [A;-f- ( «-H* l)/» J 

= Tj> [ ^.-+' ( « “” O /^ ] ( ) [ ^4-C«+l ;/» ], 

De même M. ( (a; -H /z/> ) + 

[*■+(«+2 ) p] ) = ^ [jr-h(n— I)/] (x-^np) x 

[ ar-t-C «H- i)/?]. + Ilefl: facile 

ûe continuer , la loi de ces fommes étant évidente. 

Si Ton fuppofe p=- 1 , l’on aura M. ( jf -+- n ) =a 
\ (x-f-7? — i)(A;4-72);M.Cx-4-«)C'*--h«-l-i ) = 
V {x-\-n — i) (at-H/z) ( :r-l-n-+-l); &ainfi de fuite. 

Maintenant fi nous ajoutons à ces fommes le 
terme général , plus une confiante qui fafle éva- 
nouir le terme fommatoire lorfque x efi =*= 
nous obtiendrons les termes fommatoires fuivans. 
S. C AT-t-/7) = ^ («■■+•«) — I )-hC*+«> 

— ^ n C/ 2 -hi) 0 ;ou S.(:e-hn)= î 
( x-\-n-^l ) — l);S, (v-t-/ 2 -f-l) 

= \ (x -i- n) (:v-+-/z-+-I ) (x n+ 2 ) — 
i/7(/7-t-i) («4-2);S.(A-+-n) (x-+-n-\-i)(x-i^n-+-2y 
= '^(x-^-n)(x-i-n-^l')(x + n-\-2')(x+n-+-3y 
•— ^ /2 ( n -f- I ) ( /7 •+■ 2 )( n •+• 5 ) J & ainfi de 
fuite. Si l’on fuppofe n — o, ou n = — l, la 
confiante s’évanouira. 

Ainli le terme fommatoire de la ferle 1 ,2, 5,4,5’,' 
&c. dont le terme général efijc, fera = ^ Ar( x-l-r); 
& la ferie fommatoire, de la ferle i, 2, 3, &c, 

(*) /î ] cft le terme gévictal, & — î- n (n-f-i ) la cont- 
tante ajoutée qui rend le terme l'ommatoiie =: o , lorfque^ =o. 
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ceft-à-dire, la ferie dont le terme général eft 
jiera i, 3,6, 10, ly, &c. dont le terme 
_ . x.(x-i-l ) (x+i) . 

lommatoire = — , qui elt le ter* 

I. Z. 5 

me général de la ferie i,4,io,20,3J, &c. dont le 

terme fommatoire eft = — — — 

terme général de la ferie 1, 5", I5’,3y,70, &c. 
dont le terme fommatoire eft =; 

) (x + 2) (-3f + 3) (x+4) 

I. 1. 3. 4 - î 

183. Nous avons trouvé ci- deflus C177) la 
formule M. ( , — ) = — . 

. C — ^ ) f cette formule , en fuppofant » = 1 : 

X -h/2 P ** ^ ' 

donne M. ( ; — ; — — 

X -i- n 

donc en ajoutant le terme général & une conf- 
tante convenable, l’on aura le terme fommatoire 

'•I- . L’on aura de même 

n-ti 

S. C ) = —. 

( /i) (x + zj-t- I ) ( + i) 

! )-+•-( - 1 

’ ) (jc-h/z-Hi) ^ (/I + I ) (n-+- 1 ) 

L’on aura auffi S. F ; — 7—r, 

^(x-i-n) (x+n+i) (x+n4*î ) ( aH-n +3 )■* 

I r ^ *1 . 

a= •— •- I — — I 

’^(a:-t-«-i-i)(x-+-zi-+- 2 )(*-f-n-f- 3 ) 


{/i-h I ) (/i-t-2 ) (z2-+- 3 ) 


); il eft facile de 
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continuer , la loi de ces formules étant manifefte. 
De plus il eft bon d’obferver qu’au lieu d’ajouter 
le terme général aux fommes trouvées ci-deflus,on 
peut fe contenter d’écrire dans ces exprefllonsx-J-i 
au lieu de x, 

J T 

Puifque S. 


I 


(ar-f-w) (jc-i-72-f- l) 


-, & que 


X-h/J-i- I 

I 


( ) ( x-i-n -h i) x-i-n 

ç I - * 

, on aura «o. 


:>c 4-n 


S. 




/z-l-i 

fuivant. 

Lemme,. s. 


De-là je tire le lemm« 


X -f-n 


— S. 




I 

n-h 1 , 


0. 


^ X -j- /2 -h I 

184 . Problème. Trouver le terme fommatolre dt 
la ferle l , j dont U terme 


général ejl = 


Parce que 


X X X ■ X X -k-x 

% ^ 

, l’on aura le terme fommatoire S. — 

X -t- I XX-^3C 

= 2 S. î ~ 2 . S. *• =2 ( psr le 


X -J- I 


X -+- 1 


1 X 


X -f- t 


lemme précédent) = 

iSj". Problème. Trouver le terme fommatoire de 
la ferle TT > ë^'’ 

nèral ejl 


/^xx-^- 4 X — 3 


-. Ce terme eft 


( 1 JC — I ) ( » * -f - 3 ) 


i*— + 
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X T «+-Î X T 

= S. ( ^) + 2_ 

* + y * + î *+t 

■= J + î - C -^). DoncS.(^> 

“ S- 

Divifant donc cette valeur par 8 , on aura le 
terme fommatoire cherché s= i -t. ^ — r — L_) 

w- c V O =5 - 4 . -- 

8acH-ix 4X+Z 3(4x4-^) 

( 4 *' 4 -< ) 

3 ( 1 X H- I ) (^1 X H- 3 ) '^ 

186. De ce qu’on a dit ci-deffùs ( 183 ), il fuit 
qu’étant donnés les termes généraux qu’on voit 
ci-deflbus dans la colonne A, les termes fomma- 
loires correfpondans feront les mêmes qu’on voit 
dans la colonne fi. 

TERMES GÉMÉRAUX. ITERMES SOMMATOIIVESa 


*( Jf-h 1 ) 

T. 3 

ar(x-f- i)(xM-*) 

1. 1.3.4 


1 ) i 3 ) 
T. l. 3 . 4 . î 


x(x-f-i) (x-J-i) (AT-t-4) I ♦ (jr+i) (x+i) (x-j-j) (*+ 4 ) 


î -3 

(x-t-ï)(x-t- i) 


1 . 1 . 4 
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Il eft facile de continuer, la loi de ces expreflîons 
étant évidente (^). Cependant oh ne peut pas 
trouver par ce moyen le terme fommatoire de la 
ferie dont le terme général eft 

Si dans les ^mes fommatoires tle la colonne B 
on fuppofe xJÊao , leurs derniers termes s’éva-, 


(*) Si l’on avoir lapuiflance — m du binôme a M-i, Jes 
Coefficients feroient, à compter du fécond terme, feroient , dis» 

— — i) — m (— m— I) ) 

~ ' J ' ■■■ y • 

Z 2. J ü 


je — ffi. 


■— m.( — ( — m — 3 ) 
Z. 3. + 


tous les fignes , l’on auroit m , 

m. ( t ) f W-+- z) C 3 ) 
2. 3. 4 


, En changeant 


î- 3 


-, &c. , & en fubftituant x ait 


lieu de m , il viendrait*, - / - * \ ^ ^ 

-» * 


i. 3 


2. 3.4 


' , &c. qui font les termes gé-« 

fiéraui des fuites des nombres figurés, en n’y comprenant pas 
la ferie des nombres conllans i, i, i, &c. dontle terme général 

efl I = *® . Mais 


1 . 2 




• ï 1 


• eft le quotient de i divifé paf 
— eft le quotient de i divilé 


<»[«+' 1 

par JLI — ^ ^ • &c. Ainfi les termes généraux de 

la colonne A ne font autre chofe que les quotiens de l’unitc 
divifée fucceffivemcnt p ir les nombres figurés , en n’y com- 
prenant ni Us aoinbies conftajas , ni U$ nombres naturels. 
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nouiront. Ceft pourquoi les ferles fuivantes con- 
tinuées à l’infini ont des fommes finies. 

^-+-&c.==i 
1 -H ^ H- -47 ^ IT -4- = V 

i-4-t-4-ï7+T?-+“^ J 

i + ^-4-^-4--^-4-tt7 -4-&C. = { 

1-4-7 + !^ + ^"+“^ -+-&c. = f 
&c. 

FIN. 
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